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3. Operace s maticemi

Cv. 3.1 Spoctéte (—1)A + 2BC, kde A, B, C jsou néasledujici matice:

(i) =32 ()

3 (=1)-1 51492 5-(—1)+9-2
)4 (-1)-1)*2(2-1“-2 2-(—1)+7-2)
1

3 4o 23 13
4 -1 16 12
-3 -1 4 2-23 2-13
-4 -1 2-16 2-12
3 —1 4 46 26
4 -1 32 24
_(—3+46 —1+4+26\ (43 25
S\ —4+432 —1+24)  \28 23)°
Cv. 3.2 Vyfeste soustavy rovnic Ax = b a provedte zkousku pomoci nasobeni matic.

0= o)

11 2 3
by A=[11 1], 6= 1
220 -2
Reseni:
(a) ReSenim prvni soustavy rovnic Az = b je vektor # = (1,0)7. Vysledek

ovéfime zkouskou

(2 3\ (1) _[2-1+3-0) _[(2)
Av = <1 2) <o) - <1-1+2-o) - (1) =0
(b) Refenim druhé¢ soustavy rovnic vektor z = (=1 — t,¢,2)7, kde ¢t € R.
Vysledek ovérime zkouskou:

112 —1—t I-(-1—-t)+1-t+2-2 3
Ar=|(1 1 1 t =(1-(-1-t)+1-t4+1-2| = 1] =0
2 20 2 2-(-1—-t)+2-t+0-2 —2
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Cv. 3.3 Vyjadrete elementarni fadkové Gpravy pomoci nasobeni matic.

Resent:

(a) Vynasobeni i-tého Fadku skalarem a # 0 miZeme zapsat pomoci matice

100 - 000 -+ 0

10 0 00 0

0 01 0 00 0
A=10 0 0 - 1 00 0
000 0 a 0 - 0
000 0 01 0
cooo0-.--00¢0 - 1

Tedy vezmeme jednotkovou matici a na pozici (7,4) zaménime 1 za a. Néa-
sobenim touto matici zleva nasobime -ty fadek konstantou a.

To muzeme ovérit z definice nédsobeni. Necht D je libovolnd matice Ffadu
m x n a A je matice popsané vyse, fadu m x m. Potom AD je také matice
fadu m x n a pro libovolny fadek j € {1,...,m} a sloupec k € {1,...,n}
plati:

(AD)jr =Y AgeDu
¢
= A;;Dj (Aj¢ # 0 pouze pro ¢ = j)

o

o (dosadime za Aj;)
aDj, proj=1

Vidime, ze AD méa v8echny fadky kromé i-tého shodné s matici D a i-ty
radek je vynésoben skalarem a.

(b) Prohozeni i-tého a j-tého fadku. Mizeme zapsat pomoci matice

10 --- 000 --- 000 --- 0
01 --- 000 -+ 000 ---0
00 100 - 000 0
0 0 000 - 010 0
0 0 001 - 0 00 0

B = .
0 0 000 - 1 00 0
00 010 - 000 0
0 0 000 - 0 01 0
0 0 000 - 0 00 1
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Tedy vezmeme jednotkovou matici a prohodime jeji -ty a j-ty radek. Na-
sobenim touto matici zleva prohazujeme -ty a j-ty radek.

Ovéreni zase provedeme z definice nasobeni. Necht D je libovolna matice
fadu m x n a B je matice popsané vyse, fadu m x m. Potom BD je také
matice fadu m x n a pro libovolny fadek & € {1,...,m} a sloupec h €
{1,...,n} plati:

(BD)n = Y _ BieDyy
¢

'Bkkah pro ]{Z 7£ ’l,j
=< ByiDjyp, prok =j (pro ostatni hodnoty ¢ je By, = 0)
\Bijjh prok =1

(D prok #1i,j
=Dy, prok =j (dosadime pfislusné hodnoty z matice B)

(Djn prok =1

Vidime, ze BD ma vsechny rfadky kromé i-tého a j-tého shodné s matici D
a -ty a j-ty fadek jsou prohozeny.

Pri¢teni a-nasobku i-tého radku k j-tému radku, kde 7 # j. Mtzeme zapsat
pomoci matice

100 0 00 000 0
010 0 0 0 000 0
0 00 1 00 0 0 0
0 00 010 0 0 0
0 00 001 - 0 00 0
C= -
000 0 0 0 1 00 0
000 0 a 0 - 010 0
0 00 0 00 0 01 0
coo0oo0.-00O0=-:- 000 -1

Tedy vezmeme jednotkovou matici a na pozici (7, j) zaménime nulu za «.
Nésobenim touto matici zleva pricitame a-nésobek j-tého radku k i-tému.
Ovéreni provedeme z definice ndsobeni matic. Necht D je libovolné matice
fadu m x n a C je matice popsana vyse, fadu m x m. Potom CD je také
matice fadu m x n a pro libovolny fadek k& € {1,...,m} a sloupec h €
{1,...,n} plati:

(CD)kh = Z CkZDéh
14

CyrD k #i
= { Wk pro ko 7 (pro ostatni hodnoty m je Cy, = 0)

Ckkah + ijDjh pro k =1

. (dosadime pfislusné hodnoty z matice C)

) D pro k #1i
B Dy +aDj, prok =1
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Vidime, zZe vSechny fadky kromé i-tého ztstaly zachovany a k i-tému radku jsme
pricetli o nasobek j-tého radku.

Cv. 3.4 Dokazte, anebo vyvratte, zdali pro matice A, B,C" a 0 stejného fadu a realna
¢isla «, B plati:

(a) A+(B+C)=(A+B)+C (i) a(A+B)=aA+aB
(b A+ B=B+ A (j) (a+pB)A=aA+BA
(c) A+0=A (k) «A+ 3B = (a+B)(A+ B)
(d) a(84) = (aB)A (1) (A7) = A
(e) a(BA) = B(aA) (m) AT A je symetricka
(f) A+ (-1)A= (n) (A+ B)T = AT + BT
(8) 14= A (o) <aA> a(AT)
(h) A(B+C)=AB+ AC (p) A
Reseni

(a) Tvrzeni plati.
Prvné ukazeme, Ze leva i prava strana davaji smysl a maji stejné rozmeéry.
Matice A, B, C jsou vSechny stejného fadu, oznacime si jejich rozméry jako
m x n. Pak na levé strané s¢itame B + C', coz jsou obé matice fadu m x n
a dostavame novou matici fadu m x n. Tu pri¢itame k matici A, ktera je
rovnéz radu m x n. Tedy leva strana dava smysl a vysledkem je matice radu
m X n.
Obdobné pro pravou stranu dostavame ze (A + B) + C' dava smysl a vy-
sledkem je vzdy matice m X n.
Nyni ukdzeme, ze se matice rovnaji porovnanim po slozkidch. Pro kazdé
ie{l,...,n}aje{l,...,m} plati:

[A +(B+O); =[Al; +[(B+C)l;

Ali; + [Blij) + [Clis (asociativita s¢itdni v R)

(b) Tvrzeni plati.
Podobné jako v predchozim prikladé. Nejprve ukazeme, ze obé strany davaji
pro vSechny uvazované matice A, B smysl a vysledky maji shodné rozméry.
Poté ukazujeme rovnost po slozkach, tedy pro kazdé i € {1,...,n} a j €

{1,...,m}:
[A + Bl = [Al;; + [Bly
= [Blij + [Al; (komutativita s¢itani v R)
= [B+Al;
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Tvrzeni plati. Ditkkaz ponechdvame na ¢tenaii.
Tvrzeni plati. Dikaz ponechavame na ¢tenari.
Tvrzeni plati. Dikaz ponechavame na ¢tenari.
Tvrzeni plati. Dilkaz ponechdvame na ¢tenaii.
Tvrzeni plati. Ditkaz ponechdvame na ¢tenari.
Tvrzeni plati. Dikaz ponechavame na ¢tenari.
Tvrzeni plati. Ditkkaz ponechdvame na ¢tenaii.
Tvrzeni plati. Diikaz ponechdvame na ¢tenaii.

Tvrzeni neplati.
Ukazeme pomoci protipiikladu. Najdeme «, 8, A, B, které splhuji zadéni,
ale pro néz tvrzeni neplati. Naptiklad

10 0 0
a-2,6-3,A-<0 0) aB-(O 1).

aA + BB = (g g) y, (g g) = (a+B)(A+ B).

Dostavame

Tvrzeni plati.
Je-li A matice fadu m x n, pak AT je matice fadu n x m a (AT)T je opét
matice fadu m x n. Tedy matice na pravé i levé strané maji shodné rozmery.

Poté dokazujeme rovnost po slozkéch, pro v8echny i € {1,...,m} a j €

{1,...,n}.
[(AT)T];; = [AT];: = [Aly

Tvrzeni plati.

Matice D je symetricka, pokud plati D = D”. Prvné si uvédomme, Ze pokud
matice A je rozmért m x n, pak matice AT je rozméru n x m. Néasobeni
matic AT A tedy dava smysl a jeho vysledkem je matice rozméru n x n.

Déle dle véty o vlastnostech transpozice vime, ze pro vSechny matice D, E

vhodnych rozméri (takovych aby $ly vynasobit) plati (DE)T = ETDT.
Proto dostavame:

(ATA)T = AT(AT)T (dle (DEYT = ETDT)

= AT A (predchozi tvrzeni)

Tvrzeni plati. Dikaz ponechavame na ¢tenari.
Tvrzeni plati. Dikaz ponechavame na ¢tenari.

Tvrzeni plati pouze pokud A je matice fadu m xn pro néjaké m a n shodujici
se s I,,. Jinak leva strana nedava smysl.
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3. Operace s maticemsi

Cv. 3.5 Pro libovolnou nesymetrickou ¢tvercovou matici A zkonstruujte symetrickou ma-

tici B tak, Ze jejich sou¢in nekomutuje, tj. AB # BA.

Komutuje sou¢in matic, pokud jsou obé matice symetrické?

Reseni:
Pro prvni ¢ast muzeme vybrat napfiklad matice

=)o)
N L R 6 B G R G

Tvrzeni neplati ani pokud jsou obé& matice symetrické. Volime napiiklad matice

Pak

1 2 3 010
A=12 4 5 a B=1]1 0 0
3 5 6 001
Dostavame:
1 2 3 010 21 3
AB=12 4 5 1 0 0)=14 2 5] #
3 5 6 001 5 3 6
2 4 5 010 1 2 3
#11 2 3]=110 0 2 4 5| = BA.
3 5 6 001 3 5 6

Cv. 3.6 Dokazte nebo vyvratte:

(a) Necht A, B € R™". Pokud A je symetricka a komutuje s B, pak A komutuje
s BT,
(b) Necht A, B € R™". Pokud A komutuje s B, pak A komutuje s BT.

Resent:

(a) Tvrzeni plati, ABT = ATBT = (BA)T = (AB)T = BTAT = BT A.

(b) Tvrzeni neplati, naptiklad pro matice

A:

o oo
=N
®
s
Il
o oo
o oo
oo~

1
3
0
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