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(2) Celoč́ıselné polyedry, unimodularita, složitost

Př́ıklad 2.1. Ukažte, že následuj́ıćı formulace celoč́ıselných podmı́nek jsou ekvivalentńı (popisuj́ı
stejnou př́ıpustnou množinu):

� P1 = {x ∈ {0, 1}4 : 12x1 + 9x2 + 6x3 + 3x4 ≤ 14},
� P2 = {x ∈ {0, 1}4 : 4x1 + 3x2 + 2x3 + x4 ≤ 4},
� P3 = {x ∈ {0, 1}4 : 4x1 + 3x2 + 2x3 + x4 ≤ 4, x1 + x2 + x3 ≤ 1, x1 + x4 ≤ 1}.

Která formulace je podle vás nejvhodněǰśı pro modelováńı a řešeńı úlohy celoč́ıselného
lineárńıho programováńı? Proč?

Řešeńı:
Můžeme ověřit, že př́ıpustná množina P1, P2 i P3 obsahuje právě celoč́ıselné body

Z = {(0, 0, 0, 0), (1, 0, 0, 0), (0, 1, 0, 0), (0, 1, 0, 1), (0, 0, 1, 0), (0, 0, 1, 1), (0, 0, 0, 1)}.

Jednotlivé formulace se však lǐśı těsnost́ı lineárńı relaxace, kterou dostaneme nahrazeńım
podmı́nky celoč́ıselnosti x ∈ {0, 1}4 slabš́ı podmı́nkou x ∈ [0, 1]4. Označme źıskané lineárńı
relaxace P ′

1, P
′
2 a P ′

3.

Zjevně plat́ı inkluze P ′
1 ⊇ P ′

2, protože nerovnice 4x1 + 3x2 + 2x3 + x4 ≤ 4 je ekvivalentńı
s 12x1 + 9x2 + 6x3 + 3x4 ≤ 12, která je silneǰśım omezeńım než podmı́nka v P ′

1. Nav́ıc plat́ı
ostrá inkluze P ′

1 ⊃ P ′
2, např. (1, 0, 0,

1
2
) ∈ P ′

1 \ P ′
2.

Dále jistě plat́ı P ′
2 ⊇ P ′

3, jelikož P ′
3 obsahuje nadmnožinu omezeńı P ′

2. Opět plat́ı také ostrá
inkluze, např. (1

2
, 0, 0, 1) ∈ P ′

2 \ P ′
3.

Odvodili jsme tedy vztah
P ′
1 ⊃ P ′

2 ⊃ P ′
3.

Vzhledem k těsnosti lineárńı relaxace proto může být pro řešeńı dané celoč́ıselné úlohy
nejvhodněǰśı formulace P3, i když obsahuje nejv́ıc omezeńı. Nav́ıc lze dokázat, že relaxace
P ′
3 popisuje př́ımo konvexńı obal množiny Z.

Př́ıklad 2.2. Navrhněte nejlepš́ı formulaci pro popis množiny PI = conv(Z2∩P ), kde polyedr P
tvoř́ı množina řešeńı soustavy

−2 −1
1 −2

−2 1
1 2

(
x1

x2

)
≤


−1
1
1
6

 .

Řešeńı:
Lze nahlédnout (např. graficky), že množina řešeńı zadané soustavy nerovnic obsahuje právě
celoč́ıselné body

Z = {(0, 1), (1, 0), (1, 1), (1, 2), (2, 1), (2, 2), (3, 1)}.

Nejlepš́ı formulaćı daných podmı́nek tedy bude soustava lineárńıch nerovnic, pro kterou
tvoř́ı množinu př́ıpustných řešeńı konvexńı obal množiny celoč́ıselných bod̊u Z (viz také
obrázek).
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x1

x2

a1

a2

a3

a4

Konvexńı obal množiny Z můžeme popsat např. jako soustavu nerovnic
1 −2
0 1
1 1

−1 1
−1 −1


(

x1

x2

)
≤


1
2
4
1

−1

 .

Př́ıklad 2.3. Jsou následuj́ıćı matice (totálně) unimodulárńı?

A =

 −1 0 0
1 1 0
0 −1 −1

 , B =


1 0 0 1
0 −1 1 0
1 2 0 −1
1 1 −1 2

 , C =


1 1 0 −1

−1 1 1 0
0 −1 −1 1
1 0 0 1


Řešeńı:
Matice A je totálně unimodulárńı. Můžeme ověřit, že determinanty všech čtvercových pod-
matic maj́ı hodnotu −1, 0 nebo 1. Pro podmatice 1× 1 je podmı́nka zjevně splněná. Deter-
minant matice A je

detA = (−1) · 1 · (−1) + 0 + 0− 0− 0− 0 = 1.

Zbývá ověřit podmı́nku pro podmatice 2× 2:

det

 −1 0 0
1 1 0
0 −1 −1

 = −1, det

 −1 0 0
1 1 0
0 −1 −1

 = −1, det

 −1 0 0
1 1 0
0 −1 −1

 = −1,

det

 −1 0 0
1 1 0
0 −1 −1

 = 0, det

 −1 0 0
1 1 0
0 −1 −1

 = 1, det

 −1 0 0
1 1 0
0 −1 −1

 = 1,

det

 −1 0 0
1 1 0
0 −1 −1

 = 0, det

 −1 0 0
1 1 0
0 −1 −1

 = 0, det

 −1 0 0
1 1 0
0 −1 −1

 = −1.
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Matice B neńı totálně unimodulárńı. Z definice muśı mı́t determinant podmatic 1× 1 také
hodnotu ±1 nebo 0, totálně unimodulárńı matice proto mohou obsahovat pouze prvky
z množiny {−1, 0, 1}. Determinant matice B je −2, neńı tedy ani unimodulárńı.

Matice C neńı totálně unimodulárńı. Tato matice obsahuje čtvercovou podmatici ( 1 1
−1 1 ),

pro kterou plat́ı det( 1 1
−1 1 ) = 1 · 1− 1 · (−1) = 2. Determinant matice B je −2, neńı tedy ani

unimodulárńı.

Př́ıklad 2.4. Přepravńı problém (transshipment problem) je modifikaćı klasického dopravńıho
problému, ve které existuj́ı vnitřńı uzly umožňuj́ıćı překládku zbož́ı na cestě od dodavatel̊u
ke spotřebitel̊um.

(a) Formulujte přepravńı problém jako úlohu toku v śıti.

(b) Formulujte přepravńı problém jako dopravńı problém.

Řešeńı:
Uvažujme přepravńı problém daný grafem G = (V,E) s množinou m dodavatel̊u s kapaci-
tami si, množinou n spotřebitel̊u s kapacitami tj, množinou vnitřńıch uzl̊u pro překládku
zbož́ı U ⊆ V a cenou přepravy c(e) za jednotku zbož́ı přepravenou po hraně e ∈ E.

(a) Śıt’ vytvoř́ıme na základě grafu G daného přepravńıho problému, přičemž kapacity
existuj́ıćıch hran nastav́ıme ve vytvořené śıti na ∞ a ceny hran na hodnoty c(e). Dále
do této śıtě doplńıme dva nové uzly:

� zdroj s, ze kterého povede hrana k dodavateli i s kapacitou si a cenou 0,

� stok t, do kterého povede hrana od spotřebitele j s kapacitou tj a cenou 0.

Přepravńı plány v p̊uvodńım problému pak odpov́ıdaj́ı s–t tok̊um ve vytvořené śıti,
přičemž ćılem je naj́ıt tok požadované velikosti

∑
j tj s minimálńı cenou.

(b) Každý vnitřńı uzel u ∈ U rozděĺıme na nový dodavatelský uzel u1 a spotřebitelský
uzel u2. Hrany od dodavatel̊u do u2 a ke spotřebitel̊um z u1 a jejich ceny ponecháme
stejné jako pro u v p̊uvodńım problému. Kapacitu su uzlu u1 (pro nab́ıdku zbož́ı) a
kapacitu tu uzlu u2 (pro poptávku zbož́ı) nastav́ıme na celkovou kapacitu všech m
dodavatel̊u k =

∑m
i=1 si.

Nav́ıc přidáme novou hranu z su do tu s cenou 0, která umožńı vyrovnat nab́ıdku a
poptávku: Pokud v přepravńım problému došlo v uzlu u k překládce x jednotek zbož́ı,
pošleme ve vytvořeném dopravńım problému k − x jednotek zbož́ı z u1 do u2.

Př́ıklad 2.5. Matice A ∈ {0, 1}m×n je v intervalovém tvaru, pokud maj́ı všechny řádky tvar

(0, . . . , 0, 1, . . . , 1, 0, . . . , 0),

t.j. všechny hodnoty 1 následuj́ı za sebou v právě jednom souvislém intervalu. Ukažte, že
každá matice v intervalovém tvaru je totálně unimodulárńı. (Nápověda: Využijte elementárńı
sloupcové úpravy.)

Řešeńı:
Každá čtvercová podmatice matice A je také matice v intervalovém tvaru (při výběru
podmatice zachováváme pořad́ı sloupc̊u). Chceme tedy ukázat, že pro čtvercovou matici
B ∈ {0, 1}k×k v intervalovém tvaru plat́ı detB ∈ {−1, 0, 1}.
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Uvažujme sloupcovou úpravu, která odečte i-tý sloupec od sloupce i+1. Lze nahlédnout, že
tato sloupcová úprava neměńı determinant matice. Pokud byla p̊uvodńı matice B v interva-
lovém tvaru, dostaneme postupným aplikováńım této úpravy na sloupce i = 1, 2, . . . , k − 1
matici B′ ∈ {−1, 0, 1}k×k, která má v každém řádku nanejvýš jednu hodnotu 1 a nanejvýš
jednu hodnotu −1. Analogicky d̊ukazu Věty 1.10 (o matici incidence) můžeme dokázat, že
upravená matice B′, a tedy i matice B, má hodnotu determinantu detB′ ∈ {−1, 0, 1}:

� obsahuje-li B′ řádek s právě jednou nenulovou hodnotou, použijeme pro tento řádek
Laplace̊uv rozvoj (ovlivňuje pouze znaménko determinantu),

� obsahuje-li B′ nulový řádek, pak je detB′ = 0,

� obsahuje-li každý řádek právě jednu hodnotu 1 a právě jednu hodnotu −1, pak je
matice B′ singulárńı a detB′ = 0 (součet všech sloupc̊u je 0).

Př́ıklad 2.6. Bud’ G = (V,E) vážený orientovaný graf s váhovou funkćı c : E → R+. Formulujte
(celoč́ıselný) lineárńı program pro nalezeńı nejkratš́ı cesty ze zdroje s ∈ V do stoku t ∈ V .
Ukažte, že matice omezeńı vytvořeného programu je totálně unimodulárńı.

Řešeńı:
Viz Př́ıklad 1.14 a Větu 1.12 (a d̊ukaz Věty 1.10) ve skriptech.

Př́ıklad 2.7. Bud’ σ(·) velikost bitového zápisu daného (racionálńıho) č́ısla. Ukažte, že pro celá
č́ısla a, b ∈ Z plat́ı

σ(a+ b) ≤ σ(a) + σ(b).

Řešeńı:
Pro z ∈ Z dostaneme dosazeńım z = z

1
do definice σ(·) rovnost

σ(z) = 1 + ⌈log2 (|z|+ 1)⌉+ ⌈log2 (|1|+ 1)⌉ = 2 + ⌈log2 (|z|+ 1)⌉.

Pro součet a+ b tedy plat́ı σ(a+ b) = 2+ ⌈log2 (|a+ b|+ 1)⌉. Dále využijeme fakt, že funkce
log2(·) je rostoućı, a pro absolutńı hodnotu plat́ı nerovnost |x+ y| ≤ |x|+ |y|. Můžeme tedy
odvodit odhad

σ(a+ b) = 2 + ⌈log2 (|a+ b|+ 1)⌉ ≤ 2 + ⌈log2 (|a|+ |b|+ 1)⌉.

Na druhou stranu pro součet σ(a) + σ(b) plat́ı d́ıky nerovnosti ⌈x+ y⌉ ≤ ⌈x⌉+ ⌈y⌉ odhad

σ(a) + σ(b) = 4 + ⌈log2 (|a|+ 1)⌉+ ⌈log2 (|b|+ 1)⌉ ≥ 4 + ⌈log2 (|a|+ 1) + log2(|b|+ 1)⌉,

a z vlastnost́ı logaritmu dále dostaneme

4 + ⌈log2 (|a|+ 1) + log2(|b|+ 1)⌉ = 4 + ⌈log2 ((|a|+ 1)(|b|+ 1))⌉.

Roznásobeńım argumentu logaritmu a jednoduchým odhadem pak snadno nahlédneme, že
dokazovaná nerovnost plat́ı:

σ(a+ b) ≤ 2 + ⌈log2 (|a|+ |b|+ 1)⌉ ≤ 2 + ⌈log2 (|a|+ |a||b|+ |b|+ 1)⌉
≤ 4 + ⌈log2 (|a|+ |a||b|+ |b|+ 1)⌉ ≤ 4 + ⌈log2 ((|a|+ 1)(|b|+ 1))⌉ ≤ σ(a) + σ(b).
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