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(3) Metody: Sečné nadroviny a branch & bound

Př́ıklad 3.1. Najděte pomoćı `-metody optimálńı řešeńı lineárńıho programu:

max x1 + 2x2

za podm. −x1 + x2 ≤ 1,
3x1 − 4x2 ≤ 6,
x1 + x2 ≤ 4,
x1 + 3x2 ≤ 9,

x2 ≤ 5
2
,

x1, x2 ≥ 0.

Řešeńı:
Viz Př́ıklad 2.10 ve skriptech.

Př́ıklad 3.2. Najděte optimálńı řešeńı následuj́ıćıch celoč́ıselných lineárńıch programů pomoćı
prvńıho Gomoryho algoritmu:

max x1 + x2

za podm. 3x1 + 6x2 ≤ 10,
x1, x2 ≥ 0,
x1, x2 ∈ Z,

(a)

max x2

za podm. 2x1 + x2 ≤ 7,
−3x1 + x2 ≤ −1,

x1, x2 ≥ 0,
x1, x2 ∈ Z,

(b)

max x1 − x2

za podm. −1
3
x1 + x2 ≤ 1

3
,

x1 − 1
3
x2 ≤ 1

3
,

x1, x2 ≥ 0,
x1, x2 ∈ Z.

(c)

Řešeńı:

(a) Sestav́ıme počátečńı tabulku `-metody pro nalezeńı optimálńıho řešeńı lineárńı re-
laxace. Počátečńı tabulka neńı `-normálńı (pro sloupce neplat́ı Rj � 0), přidáme
proto podmı́nku x1 + x2 ≤ L a provedeme př́ıslušnou transformaci. Řádek s přidanou
podmı́nkou je kĺıčový, kĺıčovým sloupcem je lexikograficky minimálńı sloupec, tedy
prvńı. V daľśım kroku je kĺıčovým řádkem k prvńı řádek se zápornou pravou stranou
Rk0 a kĺıčový sloupec ` voĺıme podle pravidla

R`

|Rk`|
= lex min

{
Rj

|Rkj|
: Rkj < 0, j = 1, . . . , n

}
.
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x1 x2

x0 −1 −1 0

x1 −1 0 0

x2 0 −1 0

x3 3 6 10

x4 1 1 L

∼

x4 x2

x0 1 0 L

x1 1 1 L

x2 0 −1 0

x3 −3 3 10− 3L

x4 −1 0 0

∼

x3 x2

x0
1
3

1 10
3

x1
1
3

2 10
3

x2 0 −1 0

x3 −1 0 0

x4 −1
3
−1 −10

3
+ L

Přidaný řádek s omezeńım můžeme po posledńı úpravě vypustit, protože hodnota na
pravé straně už bude vždy kladná a řádek tedy nebude kĺıčový. Posledńı sloupec ta-
bulky je nezáporný, optimálńım řešeńım relaxace je (10

3
, 0). Toto řešeńı neńı celoč́ıselné,

zavedeme tedy řez podle prvńıho řádku s neceloč́ıselnou hodnotou na pravé straně (t.j.
řádek s proměnnou x0). Do tabulky přidáváme řez jako řádek ve tvaru

−{Rk1} . . . − {Rkn} | −{Rk0},

kde {r} = r − brc. Tento řádek voĺıme jako kĺıčový.

x3 x2

x0
1
3

1 10
3

x1
1
3

2 10
3

x2 0 −1 0

x3 −1 0 0

x5 −1
3

0 −1
3

∼

x5 x2

x0 1 1 3

x1 1 2 3

x2 0 −1 0

x3 −3 0 1

x5 −1 0 0

Ve výsledné tabulce vid́ıme optimálńı řešeńı celoč́ıselného programu (x1, x2) = (3, 0) s
hodnotou účelové funkce 3.

(b) Opět vytvoř́ıme počátečńı tabulku, kterou jednou transformaćı uprav́ıme na `-normálńı
tabulku a následně hledáme optimálńı řešeńı relaxace.

x1 x2

x0 0 −1 0

x1 −1 0 0

x2 0 −1 0

x3 2 1 7

x4 −3 1 −1

x5 1 1 L

∼

x1 x5

x0 1 1 L

x1 −1 0 0

x2 1 1 L

x3 1 −1 7− L

x4 −4 −1 −1− L

x5 0 −1 0

∼

x1 x3

x0 2 1 7

x1 −1 0 0

x2 2 1 7

x3 0 −1 0

x4 −5 −1 −8

x5 −1 −1 −7 + L

Posledńı řádek s přidaným omezeńım můžeme v tomto kroku opět vypustit. Na pravé
straně je záporná hodnota v řádku s x4, provedeme proto ješte jednu transformaci s
t́ımto kĺıčovým řádkem.
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x1 x3

x0 2 1 7

x1 −1 0 0

x2 2 1 7

x3 0 −1 0

x4 −5 −1 −8

∼

x4 x3

x0
2
5

3
5

19
5

x1 −1
5

1
5

8
5

x2
2
5

3
5

19
5

x3 0 −1 0

x4 −1 0 0

Źıskali jsme optimálńı řešeńı relaxace (x1, x2) = (8
5
, 19

5
) s hodnotou účelové funkce

19
5

. Řešeńı neńı celoč́ıselné, zavedeme tedy řez podle řádku s x0 a provedeme daľśı
transformaci tabulky.

x4 x3

x0
2
5

3
5

19
5

x1 −1
5

1
5

8
5

x2
2
5

3
5

19
5

x3 0 −1 0

x4 −1 0 0

x6 −2
5
−3

5
−4

5

∼

x6 x3

x0 1 0 3

x1 −1
2

1
2

2

x2 1 0 3

x3 0 −1 0

x4 −5
2

3
2

2

x6 −1 0 0

Výsledné řešeńı (x1, x2) = (2, 3) už je celoč́ıselné, je tedy optimálńım řešeńım zadané
úlohy.

(c) Viz Př́ıklad 2.20 ve skriptech.

Př́ıklad 3.3. Vyřešte celoč́ıselný program (c) z Př́ıkladu 3.2 druhým Gomoryho algoritmem.

Řešeńı:
Viz Př́ıklad 2.25 ve skriptech.

Př́ıklad 3.4.

(a) Jakým zp̊usobem lze při použit́ı `-metody rozpoznat neomezené lineárńı programy?

(b) Jak můžeme rozpoznat nepř́ıpustnou lineárńı relaxaci, př́ıpadně nepř́ıpustný celoč́ıselný
program při řešeńı úlohy Gomoryho algoritmem?

Řešeńı:

(a) Pokud je počátečńı tabulka úlohy `-normálńı, pak je −cT ≥ 0 a př́ıslušná maximalizačńı
úloha je pro x ≥ 0 omezená. Jinak přidáme pro transformaci na `-normálńı tabulku
podmı́nku ve tvaru

∑
xi ≤ L pro

”
dostatečně velkou“ hodnotu parametru L. Pro

neomezenou úlohu se parametr L dostane v optimálńı tabulce do hodnoty účelové
funkce, která může být libovolně velká.

(b) V př́ıpadě nepř́ıpustného celoč́ıselného programu povede Gomoryho algoritmus po
přidáńı řez̊u v určitém kroku k nepř́ıpustné lineárńı relaxaci. V `-metodě rozpoznáme

3/7
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nepř́ıpustnou relaxaci tak, že pro zvolený kĺıčový řádek (s hodnotou Rk0 < 0 v po-
sledńım sloupci tabulky) neexistuje v daném řádku žádný kandidát na pivota s Rkj < 0
(viz Tvrzeńı 2.8).

Př́ıklad 3.5. Najděte Chvátal̊uv–Gomoryho řez, který odř́ızne bod (0, 25
6
, 0, 0, 0) od polyedru

M = {x ∈ Z5 : 9x1 + 12x2 + 8x3 + 17x4 + 13x5 ≥ 50, x ≥ 0}.

Řešeńı:
Vı́me, že pro libovolný nezáporný vektor u ≥ 0 můžeme vytvořit platnou nerovnost pro
množinu {x ∈ Zn : Ax ≥ b, x ≥ 0} ve tvaru duTAex ≥ duT be. Pro zadanou množinu M tedy
hledáme řez ve tvaru

d9uex1 + d12uex2 + d8uex3 + d17uex4 + d13uex5 ≥ d50ue.

Aby tato nerovnost odř́ızla bod (0, 25
6
, 0, 0, 0), muśı platit d12ue25

6
< d50ue.

Např́ıklad pro volbu u = 1
3

dostaneme řez

3x1 + 4x2 + 3x3 + 6x4 + 5x5 ≥ 17,

který splňuje požadovanou vlastnost d12 · 1
3
e25

6
= 50

3
< 17.

Př́ıklad 3.6. Uvažujme minimalizačńı úlohu celoč́ıselného programováńı, pro kterou je pr̊uběh
metody branch & bound reprezentován následuj́ıćım výpočetńım stromem (č́ıslo pod uz-
lem reprezentuje optimálńı hodnotu př́ıslušné lineárńı relaxace, č́ıslo nad uzlem optimálńı
hodnotu s celoč́ıselným řešeńım):

P0

25
P1

27
P3

28

P4

30
P7

31

31

P8

nepř́ıp.

P2

26
P5

27

P6

35

Najděte co nejtěsněǰśı meze pro optimálńı hodnotu úlohy. Které uzly stromu můžeme odř́ıznout,
a které muśıme dále rozvětvit a prohledat?

Řešeńı:
Horńı mez na optimálńı hodnotu účelové funkce minimalizačńı úlohy můžeme źıskat z
aktuálně nejlepš́ıho nalezeného př́ıpustného řešeńı, které je celoč́ıselné. Dle znázorněného
výpočetńıho stromu se jediná optimálńı hodnota s celoč́ıselným řešeńım nacháźı v uzlu P7,
aktuálńı horńı mez na optimálńı hodnotu je tedy 31.
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Dolńı meźı je nejlepš́ı optimálńı hodnota lineárńı relaxace v aktuálńıch listech výpočetńıho
stromu (ještě může obsahovat nějaké celoč́ıselné řešeńı). Listy s neceloč́ıselným řešeńım
lineárńı relaxace jsou P3, P5 a P6 (podúloha v P8 je nepř́ıpustná), dolńı meźı tedy bude
hodnota 27.

Dále muśıme rozvětvit podúlohy v uzlech P3 a P5. Relaxace v uzlu P8 je nepř́ıpustná a
relaxace v P7 už má celoč́ıselné optimum, tyto větve prohledáváńı tedy můžeme ukončit.
Také můžeme ukončit prohledáváńı v uzlu P6, jelikož optimum př́ıslušné relaxace je horš́ı,
než celoč́ıselné řešeńı nalezené v P7.

Př́ıklad 3.7. Řešte pomoćı metody branch & bound:

(a) úlohu (c) z Př́ıkladu 3.2,

(b) následuj́ıćı celoč́ıselný lineárńı program:

max 13x1 + 8x2

za podm. x1 + 2x2 ≤ 10,
5x1 + 2x2 ≤ 20,

x1, x2 ∈ N0.

Řešeńı:

(a) Viz Př́ıklad 3.6 ve skriptech.

(b) Opět začneme sestrojeńım `-normálńı tabulky a vyřešeńım lineárńı relaxace.

x1 x2

x0 −13 −8 0

x1 −1 0 0

x2 0 −1 0

x3 1 2 10

x4 5 2 20

x5 1 1 L

∼

x5 x2

x0 13 5 13L

x1 1 1 L

x2 0 −1 0

x3 −1 1 10− L

x4 −5 −3 20− 5L

x5 −1 0 0

∼

x3 x2

x0 13 18 130

x1 1 2 10

x2 0 −1 0

x3 −1 0 0

x4 −5 −8 −30

x5 −1 −1 −10 + L

V následuj́ıćım kroku źıskáme optimálńı řešeńı lineárńı relaxace (x1, x2) = (5
2
, 15

4
).

Řešeńı neńı celoč́ıselné, rozvětv́ıme proto výpočet na dvě podúlohy podle některé
celoč́ıselné proměnné s aktuálně neceloč́ıselnou hodnotou, zvoĺıme např. proměnnou x1.
V podúlohách přidáváme do programu omezeńı x1 ≤ b52c = 2, resp. x1 ≥ b52c+ 1 = 3.
Do př́ıslušné tabulky můžeme tato omezeńı přidat ve tvaru

−
n∑

j=1

RkjxNj
≤ −{Rk0},

n∑
j=1

RkjxNj
≤ {Rk0} − 1.

Následně tedy řeš́ıme podúlohu s přidaným řádkem I., který reprezentuje prvńı nerov-
nost, a druhou podúlohu s přidaným řádkem II. pro druhou nerovnost.
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x3 x4

x0
7
4

18
8

125
2

x1 −1
4

1
4

5
2

x2
5
8

−1
8

15
4

x3 −1 0 0

x4 0 −1 0

(I) 1
4

−1
4
−1

2

(II) −1
4

1
4

−1
2

(I)
x3 x6

x0 4 9 58

x1 0 1 2

x2
1
2
−1

2
4

x3 −1 0 0

x4 −1 −4 2

x6 0 −1 0

(II)
x7 x4

x0 7 4 59

x1 −1 0 3

x2
5
2

1
2

5
2

x3 −4 −1 2

x4 0 −1 0

x7 −1 0 0

(III) −5
2
−1

2
−1

2

(IV) 5
2

1
2
−1

2

Po jedné transformaci dostaneme v úloze (I) celoč́ıselné optimálńı řešeńı (x1, x2) =
(2, 4) s hodnotou 58. V úloze (II) dostaneme neceloč́ıselné řešeńı (3, 5

2
) s lepš́ı hodnotou

účelové funkce 59, muśıme tedy tento uzel dále rozvětvit. Voĺıme proměnnou x2 a
přidáńım podmı́nek x2 ≤ 2 a x2 ≥ 3 vytvoř́ıme podúlohy (III) a (IV).

Úloha (III) vede na relaxaci s optimálńı hodnotou 57.6, která je horš́ı než aktuálńı nej-
lepš́ı hodnota pro celoč́ıselné řešeńı, tuto větev můžeme tedy ukončit. Dále lze snadno
nahlédnout, že úloha (IV) je nepř́ıpustná, jelikož obsahuje podmı́nky x1 ≥ 3, x2 ≥ 3 a
5x1 + 2x2 ≤ 20.

Optimálńım řešeńım zadané celoč́ıselné úlohy je tedy řešeńı (2, 4).

Př́ıklad 3.8. Využijte r̊uzné techniky preprocessingu (utáhnut́ı meźı, test redundance a nepř́ıpust-
nosti, fixace proměnných) pro zjednodušeńı celoč́ıselného programu:

max 2x1 + x2 − x3

za podm. 5x1 − 2x2 + 8x3 ≤ 15,
8x1 + 3x2 − x3 ≥ 9,
x1 + x2 + x3 ≤ 6,
x1 ∈ [0, 3], x2 ∈ [0, 1], x3 ≥ 1,
x1, x2, x3 ∈ Z.

Řešeńı:
Označme li, ui dolńı a horńı mez pro proměnnou xi. Z prvńı nerovnosti můžeme odvodit
těsněǰśı meze pro proměnné x1 a x3:

x1 ≤
1

a11
(b1 − a12u2 − a13l3) =

1

5
(15 + 2 · 1− 8 · 1) =

9

5
⇒ x1 ≤

⌊
9

5

⌋
= 1,

x3 ≤
1

a13
(b1 − a11l1 − a12u2) =

1

8
(15− 5 · 0 + 2 · 1) =

17

8
⇒ x3 ≤

⌊
17

8

⌋
= 2.

Dále můžeme snadno nahlédnout, že posledńı nerovnost je redundantńı, protože plat́ı

u1 + u2 + u3 = 1 + 1 + 2 = 4 ≤ b3 = 6.
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Můžeme tedy uvažovat zjednodušenou úlohu

max 2x1 + x2 − x3

za podm. 5x1 − 2x2 + 8x3 ≤ 15,
−8x1 − 3x2 + x3 ≤ −9,
x1 ∈ [0, 1], x2 ∈ [0, 1], x3 ∈ [1, 2],
x1, x2, x3 ∈ Z.

Nakonec můžeme zafixovat proměnnou x2 na horńı hranici x2 = 1, jelikož je to nejvýhodněǰśı
možnost pro hodnotu účelové funkce (kde má x2 kladný koeficient) i pro omezuj́ıćı podmı́nky
(kde má x2 záporný koeficient). Podobně můžeme fixovat hodnotu proměnné x3 = 1. Z po-
sledńı nerovnosti pak dosazeńım źıskáme

x1 ≥ −
1

8
(−9 + 3− 1) =

7

8
,

tedy fixujeme x1 = 1. Optimálńım řešeńım úlohy je proto (x1, x2, x3) = (1, 1, 1).
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