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(4) Heuristiky a dekompozice

Př́ıklad 4.1. Vyřešte následuj́ıćı binárńı program odvozeńım a kombinováńım logických nerov-
nost́ı:

7x1 + 3x2 − 4x3 − 2x4 ≤ 1,
−2x1 + 7x2 + 3x3 + x4 ≤ 6,

− 2x2 − 3x3 − 6x4 ≤ −5,
3x1 − 2x3 ≥ −1,

x1, x2, x3, x4 ∈ {0, 1}.

Řešeńı:
Viz Př́ıklad 2.29 ve skriptech.

Př́ıklad 4.2. Aplikujte subgradientńı algoritmus pro Lagrangeovu relaxaci na následuj́ıćı celoč́ıselný
program:

max 16x1 + 10x2 + 4x4
za podm. 8x1 + 2x2 + x3 + 4x4 ≤ 10,

x1 + x2 ≤ 1,
x3 + x4 ≤ 1,

x1, x2, x3, x4 ∈ {0, 1}.

Řešeńı:
Subgradientńı algoritmus (viz Algoritmus 5.11 ve skriptech) využ́ıvá pro nalezeńı těsného
horńıho odhadu na optimálńı hodnotu iterativńı řešeńı relaxované úlohy

max cTx+ uT (b− Ax) za podm. x ∈ Q, (Pu)

kde Q = {x ∈ Rn : Dx ≤ d, x ≥ 0, x ∈ Zn} je př́ıpustná množina pro
”
hezké“ podmı́nky

p̊uvodńı úlohy. Můžeme uvažovat relaxaci prvńı omezuj́ıćı podmı́nky, pro kterou dostaneme
úlohu (Pu) ve tvaru

max (16− 8u)x1 + (10− 2u)x2 − ux3 + (4− 4u)x4 + 10u
za podm. x1 + x2 ≤ 1,

x3 + x4 ≤ 1,
x1, x2, x3, x4 ∈ {0, 1}.

Dále zvolme počátečńı hodnotu u, např. u1 = 0. V k-tém kroku algoritmu řeš́ıme úlohu (Pu)
pro u = uk, pro kterou najdeme optimálńı řešeńı xk a nastav́ıme

uk+1 = max(uk − αk(b− Axk), 0)

pro zvolenou délku kroku αk > 0.

Zkusme nejdř́ıv aplikovat algoritmus s konstatńı délkou kroku αk = 1 pro všechna k. V prvńı
iteraci tedy pro zvolené u1 podmı́nku 8x1 +2x2 +x3 +4x4 ≤ 10 v̊ubec neuvažujeme. Snadno
nahlédneme, že optimálńım řešeńım relaxované celoč́ıselné úlohy je x1 = (1, 0, 0, 1). V daľśı
iteraci řeš́ıme úlohu (Pu) pro hodnotu

u2 = u1 − α1 · (10− 8x11 − 2x12 − x13 − 4x14) = 0− 1 · (10− 8− 4) = 2,
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tedy úlohu s účelovou funkćı max 6x2 − 2x3 − 4x4 + 20. Tato úloha má optimálńı řešeńı
x2 = (0, 1, 0, 0). Pro k = 3 pak dostaneme u3 = max(2− 1 · (10− 2), 0) = 0 a řeš́ıme stejnou
úlohu (Pu) jako v prvńı iteraci. Algoritmus tedy bude oscilovat mezi u = 0 s optimálńı
hodnotou relaxace 20 a u = 2 s optimálńı hodnotou 26.

Aplikujme algoritmus ještě pro délku kroku αk = 1
k
, pro kterou máme zaručenou konver-

genci. Pr̊uběh prvńıch 5 iteraćı algoritmu je v tomto př́ıpadě následuj́ıćı:

u1 = 0, x1 = (1, 0, 0, 1), f = 20,

u2 = 2, x2 = (0, 1, 0, 0), f = 26,

u3 = 0, x3 = (1, 0, 0, 1), f = 20,

u4 =
2

3
, x4 = (1, 0, 0, 1), f =

56

3
= 18.6,

u5 =
7

6
, x5 = (0, 1, 0, 0), f =

58

3
= 19.3.

Daľśı pr̊uběh algoritmu pro prvńıch 100 iteraćı znázorňuje následuj́ıćı graf.

Vid́ıme, že hodnoty uk postupně konverguj́ı k optimálńı hodnotě u = 1, hodnoty účelové
funkce (Pu) konverguj́ı k 18. Můžeme snadno nahlédnout, že optimálńı hodnota p̊uvodńıho
programu je 16 pro řešeńı x∗ = (1, 0, 0, 0), př́ıpadně x∗ = (1, 0, 1, 0). Relaxované omezeńı
je pro tato optimálńı řešeńı splněno s ostrou nerovnost́ı, nemáme tedy zaručený nejtěsněǰśı
možný odhad (dle postačuj́ıćı podmı́nky z Tvrzeńı 5.8).

Př́ıklad 4.3. Aplikujte metodu column generation pro řešeńı řezného problému:

� firma Karlovy trubky, s.r.o, skladuje kovové trubky délky 218 cm,

� zákazńık zadal objednávku na 44 ks trubek délky 81 cm, 3 ks trubek délky 70 cm a
48 ks trubek délky 68 cm.
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Řešeńı:
Úlohu můžeme modelovat jako celoč́ıselný program ve tvaru

min
∑
j

xj

za podm.
∑
j

a1jxj ≥ 44,∑
j

a2jxj ≥ 3,∑
j

a3jxj ≥ 48,

xj ≥ 0, xj ∈ Z,

kde xj reprezentuje počet 218cm trubek nařezaných podle vzoru j a pro konkrétńı vzor j
znač́ı a1j počet źıskaných trubek délky 81 cm, a2j počet trubek délky 70 cm a a3j počet
trubek délky 68 cm.

Pro metodu column generation uvažujeme v programu pouze podmnožinu proměnných I,
pro kterou nalezneme optimálńı řešeńı x∗I menš́ıho programu s účelovou funkćı cI a matićı
omezeńı AI . Doplněńım řešeńı x∗i = 0 pro i /∈ I dostaneme př́ıpustné řešeńı p̊uvodńı úlohy.
Jako počátečńı množinu I můžeme zvolit řezné vzory, kterými z dlouhé trubky vyrob́ıme
1 ks některé z objednaných trubek (př́ıp. největš́ı možný počet objednaných trubek jednoho
typu, nebo i jiné vhodné vzory). Pro tuto množinu vzor̊u dostaneme zjednodušený program

minx1 + x2 + x3 za podm. x1 ≥ 44, x2 ≥ 3, x3 ≥ 48, xI ≥ 0

s optimálńım řešeńım x∗I = (44, 3, 48). Pro duálńı úlohu

max 44y1 + 3y2 + 48y3 za podm. y1 ≤ 1, y2 ≤ 1, y3 ≤ 1, y ≥ 0

dostaneme optimálńı řešeńı y∗ = (1, 1, 1). Dále muśıme ověřit, zda y∗ splňuje všechna ome-
zeńı p̊uvodńı duálńı úlohy (tedy, zda je x∗I optimálńı).

Omezeńı p̊uvodńı duálńı úlohy jsou ve tvaru a1jy1 + a2jy2 + a3jy3 ≤ 1 pro řezný vzor j.
Chceme tedy nalézt řezný vzor popsaný koeficienty (a1j, a2j, a3j), pro který bude hodnota
levé strany této nerovnosti s y∗ = (1, 1, 1) největš́ı možná (t.j. dostaneme nejv́ıce porušenou
podmı́nku). Všechny př́ıpustné řezné vzory můžeme popsat podmı́nkou 81a1j + 70a2j +
68a3j ≤ 218. Pro nalezeńı vhodného řezného vzoru j, pro který přidáme proměnnou xj do
uvažované množiny I, tedy řeśıme podúlohu s proměnnými a1j, a2j, a3j ve tvaru

max 1a1j + 1a2j + 1a3j za podm. 81a1j + 70a2j + 68a3j ≤ 218, aij ∈ Z+.

Řešeńım podúlohy je vzor (0, 0, 3) (nařežeme 3 trubky délky 68 cm), pro který dostaneme
porušenou nerovnost 0y∗1 + 0y∗2 + 3y∗3 6≤ 1 (vid́ıme, že optimálńı hodnota podúlohy je větš́ı
než 1, což je hodnota pravé strany v duálńım omezeńı). Prvńı źıskané řešeńı x∗I = (44, 3, 48)
tedy neńı optimálńı, přidáme do množiny I nový řezný plán typu (0, 0, 3) a vyřeš́ıme daľśı
zjednodušený program pro 4 proměnné:

minx1 + x2 + x3 + x4 za podm. x1 ≥ 44, x2 ≥ 3, x3 + 3x4 ≥ 48, xI ≥ 0.
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Pro tento program najdeme optimálńı řešeńı x∗I = (44, 3, 16) a optimum duálńıho zjed-
nodušeného programu y∗ = (1, 1, 1

3
). Pro toto y∗ ovšem můžeme také naj́ıt porušenou

podmı́nku p̊uvodńıho duálu, vyřešeńım podúlohy ve tvaru

max 1a1j + 1a2j +
1

3
a3j za podm. 81a1j + 70a2j + 68a3j ≤ 218, aij ∈ Z+.

Źıskáme řezný vzor (0, 3, 0) (nařežeme 3 trubky délky 70 cm), který přidáme do množiny
uvažovaných vzor̊u. T́ımto zp̊usobem postupně přidáváme do uvažované množiny daľśı
řezné vzory (a do programu odpov́ıdaj́ıćı proměnné xj), než najdeme optimálńı řešeńı x∗I
s optimálńım řešeńım y∗ zjednodušeného duálńıho programu, které bude také optimálńım
řešeńım p̊uvodńıho duálńıho programu.

Př́ıklad 4.4. Využijte Bendersovu dekompozici pro řešeńı smı́̌sené celoč́ıselné úlohy:

max −5x + 3y
za podm. −2x + y ≤ 0,

−x + 3y ≤ 13,
y ≤ 10,

x, y ≥ 0,
y ∈ Z.

Řešeńı:
Viz Př́ıklad 5.3 ve skriptech.
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