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11. Positivné (semi-)definitni matice

Positivné definitni matice

Cv. 11.1 Otestujte positivni definitnost matic

4 -2 4 1 2 -3
A=[-2 10 1], B=|2 4 1
4 1 6 31 2

pomoci:

(a) rekuretniho vzorce,
(b) Sylvestrova pravidla,

(c¢) Gaussovy eliminace.

Resent:

(a) Rekurentni vzorec nam fika, ze symetricka matice

T
a a
a A
je positivné definitni pravé tehdy, kdyz o > 0 a matice A- éaaT je positivné
definitni. Aplikaci dostavame matici mensi dimenze

Aeget = (1 6) 1 (D) 2= (V) 1(556) = (63)

K urceni positivni definitnosti této matice aplikujme vzorec jesté jednou.
Dostavame 2 — $3-37 = 1. Pro matici v prostoru R*! vime, Ze je positivné
definitni pravé tehdy, kdyz je kladna, coz ziejmé hodnota 1 spliiuje, matice
A je proto positivné definitni.

Pro matici B postupujeme obdobné. Protoze prvek b;; =1 > 0, vede prvni
krok rekurence na matici

(o)-1(B)e =) (5 )0 5)

Dle rekurentniho vzorecku tato matice neni positivné definitni (prvek na
pozici (1,1) je 0), tedy ani B neni positivné definitni.

(b) Sta¢i nam zkontrolovat, ze determinanty vSech hlavnich vedoucich podmatic
jsou kladné. To jsou matice, kterd vzniknou vyskrtnutim poslednich n — i
radku a sloupct prot=1,...,n.

Pro matici A se jedna o podmatice

4 4

-2
(4), (_42 ]5) 2 10 1],
4 1 6
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jejichz determinanty se rovnaji hodnotam 4, 36 a 36. Tyto hodnoty jsou
kladné, tedy matice A je positivné definitni.

Pro matici B se jedna o podmatice

() (2

-3

2 —3
4 1],
1 2

jejichz determinanty jsou 1, 0, a —49. Hodnoty nejsou kladné, tedy matice
B neni positivné definitni.

(c) Pii provadéni Gaussovy eliminace musime mit na paméti, Ze mame povo-
lenou pouze operaci pri¢itani « nasobku fadku k fadku pod nim. Duvod
najdeme v dikazu prislusného tvrzeni, ze kterého je ziejmé, ze vyuzivime
vlastnosti rekurentniho vzorce.

Pokud u matice A nejprve odec¢teme prislusné nasobky prvniho radku od
ostatnich a néasledné nésobek druhého od tretiho fddku, dostavame matici

4 =2 4
0 9 3
0 0 1

Ta ma kladnou diagonalu, tedy se jedné o positivné definitni matici.

Postupujeme obdobné pro matici B. Po odecteni piislusného nasobku prv-
niho fadku od fadkt pod nim dostavame matici

1 2 -3
00 7
07 =7

Vidime, ze k tomu, abychom dokon¢ili eliminaci potfebujeme prohodit 2. a
3. fadek, matice B tedy neni positivné definitni.

Cv. 11.2 Otestujte positivni semidefinitnost resp. positivni definitnost nasledujicich matic
pomoci vlastnich ¢isel:

@ (1 1):

o (1)

@ (7 3)

Reseni:

Positivni (semi-)definitnost muizeme otestovat na zakladé znaménka vlastnich

¢isel. Pro vypocet vlastnich ¢isel matice A € R?*? vyuZzijeme vztahi A\, =
det(A) a A\; + Ay = trace(A) = ay; + as.

(a) Dostavame AjAs = 0a A+ Ay = 2. Resenim je tedy dvojice vlastnich ¢isel 0
a 2. Protoze jsou vlastni ¢isla nezaporna, matice je positivné semidefinitni.



64 11. Positivné (semi-)definitni matice

(b) Dostavame AjAy = —3 a A} + Ay = 2. Vlastni &sla tedy jsou —1 a 3.
Matice je tzv. indefinitni, to znamena, Ze neni ani positivné semidefinitni,
ani negativné semidefinitni.

(c) Dostavame A\jAs = 3 a A\; + Ay = 4. Vlastni ¢isla jsou 3 a 1. Matice je tedy
positivné definitni.

Cv. 11.3 Bud A blokové diagonalni symetricka matice. Ukazte, Ze A je positivné definitni
pravé tehdy, kdyz vSechny bloky jsou positivné definitni.

Jak to bude s positivni semidefinitnosti?

Reseni:
Pront zpiisob. Vyjadiime matici A blokové jako

Ay
A =
A
Poté sou¢in x7 Az miZeme vyjadiit jako
Al T Alxl
2" Ar = (21 ... af) = (2 ... 2 : -
Ay Tk Ay,

k
E T
=1

Pokud jsou viechny bloky positivné definitni, potom 7 A;z; > 0 pro vSechna i =
1,..., k. ProtozZe je vektor x nenulovy, musi byt nenulovy aspon jeden podvektor
;, pro néhoz plati ] Ajz; > 0. Tim padem 2" Az = S 2T Ay > 0.

Predpokladejme naopak, Ze existuje blok A;, ktery neni positivné definitni. To
znamena, ze x]Tijj < 0 pro ur€ité nenulové z;. Definujme x; := o pro i # j.

Potom vektor x = (27, ..., 21)T je nenulovy a plati

k
2l Ax = Z :L’ZTAZ;UZ = :c]TAj:L’j <0.

i=1
Matice A proto neni positivné definitni.

Z postupu je patrné, Ze tvrzeni plati analogicky i pro positivni semidefinitnost.

Druhg zpisob. Vyuzijeme cviceni 7.8, které ika, Ze mnozina vlastnich ¢isel matice
A je rovna sjednoceni vlastnich ¢isel jednotlivych blokta. Pokud jsou vSechny
bloky positivné definitni, maji kladnéa vlastni ¢isla, a tim padem i matice A ma
kladna vlastni ¢isla. Pokud aspon jeden blok neni positivné definitni, pak méa
néjaké vlastni ¢islo nekladné, a tedy i matice A méa aspon jedno vlastni Cislo
nekladné.
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Cv. 11.4 Najdéte priklad matice ilustrujici, Ze nefunguje piimocaré zobecnéni na testovani
positivni semidefinitnosti pomoci rekurentniho vzorecku, Sylvestrova kritéria pro
positivni definitnost a Choleského rozkladu.

00
= 07);

ktera je positivné semidefinitni, ale ne positivné definitni.

Resent:
Uvazme matici

Rekurentni vzorecek na tuto matici aplikovat nelze, protoze prvek vlevo nahore
jenulovy, a;; = 0, a proto jim nelze délit. Nenf ani jasné, jak by se mél rekurentni
vzorecek adaptovat pro testovani positivni semidefinitnosti.

Varianta Choleského rozkladu existuje i pro positivné semidefinitni matice, to
znamend, ze je umime piepsat do tvaru LLT, kde L je dolni trojihelnikova
matice. Narozdil od Choleského rozkladu nyni matice L mize mit na diagonéle
nulové prvky a navic rozklad neni jednoznac¢ny. Napiiklad matice A méa rizné
rozklady:

Lo (0 0y (0 0N _ (0 0N(006)_(0 00 sing
~\0 1)\0 1) \0.6 0.8/)\0 0.8/ \singp cosp) \0 cosp/"

Uvazme nyni matici
0 0
7= (5 4).

ktera neni positivné semidefinitni. Sylvestrovo kritérium pro positivni definitnost
1ika, ze vSechny hlavni vedouci podmatice maji mit kladny determinant. To zde
neni splnéno, ale vSechny hlavni vedouci podmatice maji nezaporny determinant.
Nézorné tak vidime, Ze pro testovani positivni semidefinitnosti nestaci probirat
pouze hlavni vedouci podmatice, ale musime spocitat determinanty vSech hlav-
nich podmatic (pro matici B uz vSechny nezaporné nejsou).

Positivné semidefinitni matice

Cv. 11.5 Oveéite positivni semidefinitnost matice

11
()

a to vSemi tfemi zpisoby (na zakladé ti1 ekvivalentnich definic).

Reseni:
Nejprve ukédZeme, Ze plati zédkladni definice, tedy Ze x7 Az > 0 plati Vo € R2.
Rozepiseme
T L 1\ (= 2 2 2
" Ar = (21 12) =z + 2z120 + 25 = (21 + 22)° > 0.
1 1 )

Podle druhé ekvivalentni definice je matice A positivné semidefinitni, pokud mé
nezaporna vlastni ¢isla. Charakteristicky polynom A muzeme vyjadfit jako

paA) = (1 =X =1=X—=2x= X\ —2).
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Vidime, Ze vlastni ¢isla jsou 0 a 2, matice A je tedy positivné semidefinitni.

Ttet
A=

i ekvivalentni charakterizace tvrdi, Ze existuje matice U € R™*? takova, Ze
UTU. Obecny postup pro faktorizaci uvidime pozdéji, ale pro tuto jedno-

duchou matici neni tézké rozklad uhddnout. Navic matici U muzeme volit jako
¢tvercovou nebo jako matici s jednim fadkem (protoze matice A mé hodnost 1).
Mozné rozklady jsou naptiklad

e (8 B 08 )96 - O v

1 0/\0 O 1

V0.5 V0.5)\V0.5 V05

Cv. 11.6 Necht A, B € R™" jsou positivné definitni.

(a)
(b)
(c)
()

Ukazte, ze A + B jsou také positivné definitni.
Jak to bude se sou¢tem positivné semidefinitnich matic?
Jak to bude se souc¢tem positivné semidefinitni a positivné definitni matice?

Jak to bude s ndsobkem positivné definitnich matic?

ent:

(a)

Protoze matice A, B jsou positivné definitni, plati pro kazdé x € R™ nerov-
nost 7 Az > 0 a 27 Bz > 0. Rovnost 7 Az = 0 a 7 Bz = 0 nastane pouze
pro & = o. Rozepisme

2" (A+ B)r = 27 Az + 2" Bz > 0.

Rovnost 7 (A + B)x = 0 nastane pouze, pokud jsou oba s¢itance x7 Az,
2T Bz nulové. Tato situace ale nastane pouze pro = = o.

Vidime, ze v prvni ¢asti dikazu pfedchozi podulohy jsme si vystacili pouze
s positivni semidefinitnosti A a B. Plati tedy, Ze positivni semidefinitnost
dvojice matic implikuje positivni semidefinitnost jejich souctu.

Z predchozich podiloh jiz vime, ze soucet bude positivné semidefinitni. Aby
byl positivné definitni, musi se nabyt 27 (A + B)x = 0 pouze pro = = o.
Protoze 2T Az > 0 a 27 Bx > 0, tak rovnost 27 (A+ B)x = 0 nastava pouze,
pokud 27 Az = 0 a zarovenr z7 Bz = 0. ProtoZe B je positivné definitni, tato
situace nastane pouze pro x = o. Soucet positivné semidefinitni a positivné
definitni matice je tedy positivné definitni.

Vyuzijeme toho, ze a1 (aA)x = ax? Az, a déle také, Ze plati 27 Az > 0
pro vSechna z # o. Matice aA tedy bude positivné definitni pro vSechna
a > 0. Pro a = 0 se vynuluje, a bude tedy pouze positivné semidefinitni.
Pro o < 0 uz nebude ani positivné semidefinitni.

Cv. 11.7 Najdéte regularni matici, ktera je positivné semidefinitni, ale ne positivné defi-
nitni.

Res

ent:

Positivné semidefinitni matice A musi mit nezaporna vlastni ¢isla. Pokud navic
vime, ze je regulérni, tak musi mit nenulova vlastni ¢isla. Tim padem vlastni

¢isla
neex

jsou kladna a matice je nutné positivné definitni. Hledan& matice proto
istuje.
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Cv. 11.8

Cv. 11.9

Cv. 11.10

Ukazte, ze libovolnd mocnina positivné semidefinitni matice je positivné semi-
definitni matice.

Reseni:
Protoze matice A je positivné semidefinitni, ma nezaporna vlastni ¢isla Ay, ... \,,.
Matice AF m4 vlastni ¢isla jejich k-té mocniny A¥ ... \F | které jsou taky neza-

porné. Tudiz A* je positivné semidefinitni.

Nad symetrickymi maticemi z R™"*" definujme relaci < pfedpisem A < B pokud
B — A je positivné semidefinitni. Ukazte, ze < je relace ¢astecného usporadani.

Reseni:

Ukézeme postupné, Ze < spliuje reflexivitu, antisymetrii a tranzitivitu.
Refilexivita. Pro kazdou matici A je A < A ekvivalentni tomu, ze A — A = 0,
je positivné semidefinitni. Pro kazdé z € R" je 270,z = 0, tedy 0, je positivné
semidefinitni, a tim padem < je reflexivni relace.

Symetrie. Pokud A < B a zaroven B < A, potom obé matice B— A1 A— B jsou
positivné semidefinitni. Pokud ma matice A — B kladné vlastni ¢islo A\, potom
ma matice B— A vlastni ¢islo —\ < 0, a tudiz neni positivné semidefinitni. Proto
mé matice A — B pouze nulova vlastni ¢isla. Tim padem je matice A — B nulova
(nahlédneme ze spektralniho rozkladu symetrické matice A — B = QAQT =
Q0QT =0). Proto A = B a relace < je tedy antisymetricka.

Tranzitivita. M&me matice A, B, C takové, 7e A BaB<C.Tedy M = B—A
a N = C' — B jsou positivné semidefinitni matice. V§imnéme si, ze M + N =
(B—A)+(C—B)=C—A. Protoze M + N je soucet positivné semidefinitnich
matic, plati ze cviceni [[1.G, Ze je opét positivné semidefinitni, a tudiz A < C.

Bud A positivné semidefinitni. Ukazte, Zze pokud z” Az = 0 plati pro né&jakeé
x # o, potom Az = o.

Reseni:

Matice A ma (symetrickou) positivné semidefinitni odmocninu B, tj. A = B2
Muzeme tedy psat a7 Az = 7' BTBx = y'y pro Bx = y. Z piedpokladu je
yTy =0, z éehoz y = 0 a tedy Bx = 0. Pokud obé strany vynasobime matici B,
dostaneme Az = B?z = 0.
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