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13. Bilinearni a kvadratické formy

Cv. 13.1 Jsou nésledujici zobrazeni bilinearni formou? Pokud ano, jde o symetrickou
formu?

Resent:

(a) Bilinearni formu mitizeme otestovat dvéma zpusoby. Prvni moznosti je otes-
tovat vlastnosti pfimo z definice. Aby bylo zobrazeni a bilinearni, musi pla-
tit linearita v obou slozkéch zvlast. Jednoduchymi algebraickymi tpravami
dostavame linearitu v prvni slozce,

alau + fv,w) = (auy + Pu)wy + (qug + Bog)wy
= a(ugwy + ugwy) + B(viwe + vawn)

— aalu, w) + fa(v, ),
stejné jako linearitu v druhé slozce,

a(w,au + Pv) = wy(aus + Pvg) + wa(auy + Pvy)
= a(wrug + watty) + B(wyvs + wavy)

= aa(w,u) + Ba(w,v).

Zobrazeni a je tedy bilinearni forma. To, Ze je a navic symetrickd dostavame
opét rozepsanim, prohozenim clenu sc¢itani a nésobent,

a(u,v) = ugve + ugvy = viug + vouy = a(v, u).
Druhda moznost. Zobrazeni a je bilinedrni forma pravé tehdy, kdyz se da
vyjadiit maticové ve formé a(z,y) = [z] A [y] 5, kde A je matice bilinearni
formy vuci bazi B. Vezmeme-li za B kanonickou bazi, dostavame

a(z,y) = xTAy = 01171Y1 + a12T1Y2 + A21T2Y1 + A22T2Yo.

V nasem piipadé, kdy a(z,y) = z1ys + 2211 dokdZeme koeficienty matice A
urcit snadno, a;; = as = 0 a a19 = ag; = 1, tedy

A:(? (1])

Matice je navic symetricka, tedy i bilinearni forma je symetricka.
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(b)

Linearita v prvni slozce plati. Podivame-li se na linearitu v druhé slozce,
dostavame vyraz

b(w,au + fv) = wy(aug + Pua) + we = qwyus + fwivg + we,

ktery se nerovna ab(w,u) + Bb(w,v). To naznacuje, ze forma b asi neni
bilinearni, ale k forméalnimu potvrzeni musime najit protiptiklad. Uvazujme
napitklad z = (1,1)", y = (1,1)T a a = 2. Potom

b(z,ay) =3 #4 = ab(z,y).

Forma b tedy neni bilinearni.

Pokusme se nalézt matici C', reprezentujici bilinearn{ formu ¢ viic¢i kanonické
bézi. Pro tu musi platit, Ze

xTCy = c11T1Y1 + C1aT1Y2 + Co1Tay1 + Coalalys = c(x,y) = :U% + yf + 2221 .

Vidime, Ze dana rovnice nemé pro neznamé koeficienty c;; zadné feSeni,
forma ¢ asi neni bilinearni. Tuto domnénku potvrdime protiprikladem.
Necht z = (1,0)7, y = (1,0)T a a = 3. Potom

b(z,ay) =10 # 6 = ab(z,y).

Forma ¢ proto neni bilinearni.

Uréime maticovou reprezentaci, je tedy tieba najit matici D takovou, aby
platilo

JTTDy = dy171Y1 + di2x1Y2 + do1Toyr + dooays = 121y1 + 121y + 222Y0.

Porovnanim jednotlivych ¢lenti vidime, Ze rovnost nastane pro matici

11
p=(0 )

ktera neni symetricka. Zobrazeni d je tedy bilinearni forma, ktera nenf syme-
trickd. Nesymetrii formy opét potvrdime protipiikladem. Uvazujme vektory
r=-¢e = (1,0)T, y = ey = (0,1)T; volime tyto vektory, protoze matice D
je nesymetrickd pro prvky dis # ds;. Nyni

d(z,y) =1#0=d(y, ).

Zde nelze mluvit o (bilinearni) formé&, protoZe zobrazeni e zobrazuje do pro-
storu R™*", které neni télesem. Ale i tak ovéfime, zda je zobrazeni bilinearni
a pripadné symetrické.

Linearita v prvni slozce
e(aU + BV, W) = (aU + V)W = aUW + VW = ae(U, W) + Be(V, W)

plati diky linearité maticového nasobeni. Obdobné tomu je i s linearitou
v druhé slozce.

Aby platila symetrie, musela by platit komutativita maticového nasobeni,
tedy e(X,Y) = XY =YX = e(Y, X). To vime, Ze obecné neplati, tedy
zobrazeni e je biline4rni, ale ne symetrické.
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Cv. 13.2 Najdéte matici bilinearnich forem vzhledem ke kanonické bazi.

(a) b(w,y) = 1y1 — 212 + 3T2y1 + 272y2 — 273y
(b) b(x,y) = T1y1 — T1Y2 — Ty + 2T9Y2 + SToYs + ST3Y2

R

ne:

eSe
(a) Pruni zpiisob. Hleddme matici A € R?*3 takovou, aby

3
bz, y) =2t Ay = Z ;Y.

ij=1

Tudiz prvek a;; v matici A je roven koeficientu u x;y; ve vyrazu pro b(z,y).
Takto najdeme matici

1 -1 0
A=13 2 0
0 =2 0

Druhgj zpisob vyuziva definici matice bilinedrni formy. Podle definice je
a;; = b(e;, e;). Dosazenim opét dostaneme, ze hodnota b(e;,e;) je rovna
koeficientu u z;y;.

(b) Stejnym postupem jako v pfedchozim bodé dostaneme matici bilinearni
formy

Cv. 13.3 Pro nasledujici kvadratickou formu
f(x) = 327 + bayw9 + 5’

naleznéte symetrickou bilinearni formu b(z, y), ktera ji indukuje a uvedte b(z, y)
v maticové reprezentaci.

Reseni:
Chceme nalézt symetrickou bilinearni formu
b(w,y) = buimiy1 + biaw1ya + b oy + baaZoypn

takovou, ze b(x,x) = f(x). Ze symetrie musi nutné by = be;. Kombinaci obou
podminek dostavame

b(SL’, .T}) = blll’% -+ b121’1$2 —+ blgl’gﬂfl —+ bggl’g
= bnl’% + 20197172 + b22£17§

= 3x% + bz + 51‘3.

Snadno nahlédneme, Ze b1 = 3, bis = by; = 2,5 a byy = 5. V maticové reprezen-

taci tedy mame
3 2.5
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Cv. 13.4 Najdéte matici kvadratické formy
f(x) = Qﬁ + 22129 — 22173 — 2923 + x?,,

vzhledem ke kanonické bazi a vzhledem k bazi B = {(1,1,1)%, (1,1,0)T, (1,0,0)T}.
Pouzijte dva rtizné postupy: z definice a pomoci matice pfechodu.

Reseni:
Podobnym zptisobem jako v predchozim cvi¢eni uréime matici kvadratické formy
vzhledem ke kanonické béazi

2 1 -1
A=11 0 -1
-1 -1 1

Pro nalezeni matice C' formy vzhledem k bazi B nejprve budeme postupo-
vat z definice. Symetrickd bilinearni forma indukujici kvadratickou formu f je
b(x,y) = xT Ay. Nyni vypocitame jednotlivé prvky matice C' ze vzorce Cj; =
b(vi,v;) = v} Avj, kde vy,...,v, jsou vektory dané baze. Konkrétns Cpp =
(1,1,1)A(1,1,0)T = 2 atd., ze symetrie matice sta¢i spocitat diagonalu a horni
polovinu prvki. Dostaneme

Q

I
SR
W ok N
DO Lo DO

Druhy zptsob nalezeni matice C' spo¢iva ve vyuziti matice prechodu. Sestavime
matici pfechodu od béze B do kanonické baze

S = kan[id]B =

— = =
O~
O O =

Potom je matice formy f vzhledem k bazi B rovna

1
C=STAS = |2
2

L = N
N W N

Cv. 13.5 Pro zobrazeni b: P? x P2 — R definované b(p, q¢) = p(0)q(2) ukazte:

(a) b je bilinearni forma,

(b) najdéte matici formy vzhledem k bazi B = {1, 1+, (1 —z)%},
(c) vy¢islete b(1 — z, 2% — 22 + 2) dvéma riiznymi postupy,
)

(d) najdéte matici formy vzhledem k bazi B’ = {1, x, 2?} s vyuZitim té staré.
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Resent:

(a) Musime ukézat linearitu v prvni a druhé slozce. Ukézeme linearitu v prvni
slozce, v druhé se to nahlédne analogicky. Pro dva polynomy p;,p, € P?
plati

b(p1 + p2,q) = (1 +p2)(0) - q(2) = (p1(0) + p2(0)) - ¢(2)
=p1(0) - q(2) + p2(0) - ¢(2) = b(p1, q) + b(p2, q).

Podobné pro skalar @ € R méme
b(ap,q) = (ap)(0) - q(2) = o~ p(0) - ¢(2) = - b(p, q).-

(b) Matici A formy b sestrojime z definice. To znamena, ze A;; = b(p;,p;) =
pi(0)p;(2), kde p1, ..., p, jsou polynomy dané baze. Konkrétné napiiklad

Ap=1-1=1,
Agz=(1+0)-(1-2)*=1,
As3o=(1-07?-(1+2)=3

a tak dale. Dohromady dostaneme

1
A=11
1

w W W

1
1
1

(c¢) Prvni zptusob vy¢isleni hodnoty je pfimo z definice:
b(l —x,2° —22+2)=(1-0)-(22-2-2+2) =2

Druhy zptusob vy¢isleni hodnoty je s vyuzitim matice A bilinedrni formy.
Nejprve spocitame soutradnice zadanych polynomu vzhledem k bazi B

[1—2)p=(2,-1,00", [2*—22+2]p=(1,0,1)T,
a potom spocitame
b(1 —x,2° — 22+ 2) = (2,—1,0)A(1,0, 1) = 2.

(d) K vypoctu matice formy vzhledem k jiné bazi potfebujeme sestrojit matici
prechodu mezi bazemi, konkrétné

-1

11 1 1
S= lidy =[01 2| ={o
00 1 0

~1 -3
1 2
0 1

Matice formy vzhledem k béazi B’ pak je rovna

STAS =

O O =
S O N
S O =

Vysledek miizeme ovéfit tim, Ze matici formy vzhledem k bazi B’ spocitame
piimo z definice.
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Cv. 13.6 Jednoznacnost kvadratické formy.

(a) Necht A, B € T"™" jsou symetrické a necht 7 Az = 27 Bz plati pro viechna
x € T". Rozhodnéte, zda potom A = B.

(b) Rozhodnéte, zda matice kvadratické formy vzhledem k dané bézi je jedno-
znacna.

Resendt:

(a) Protoze rovnost a7 Ax = 2T Bx plati pro viechna z € T", dosadime do
rovnice konkrétni vektory. Volbou z := e; dostaneme ze vztahu e;fFAei =
e;prei rovnost diagonélnich prvkl a; = by;. Volbou = e; + e; dostaneme
ze vztahu (e; + ;)T A(e; + ¢;) = (e; + ¢;)T B(e; + e;) rovnost

(0773 —+ CLZ']' + CL]'Z‘ -+ ajj = b” + bij + bj@' + bjj,

coz se zjednodusi na a;; + aj; = b;; + bj;. Ze symetrie matic ma rovnost
tvar 2a,; = 2b;;. Pokud téleso T nema charakteristiku 2, miZeme kratit
prvkem 2 # 0 a dostaneme a;; = b;;. Tudiz jsme nahlédli rovnost A = B
po jednotlivych prvcich.

Zbyva vytesit pripad, kdy téleso T mé charakteristiku 2. V tomto piipadé
rovnost A = B platit nemusi. Jako protipiiklad uvazujme matice

0 1 00
=) 2= 6o)
nad télesem Z,. Matice jsou rtuzné, ale presto plati

2T Ax = z129 + 1921 = 0 = 27 B

pro viechny vektory = € Z3.
(b) Opét zde musime predpokladat, ze téleso T neméa charakteristiku 2, jinak
matice formy neni jednozna¢né z predchoziho bodu.

Nyni predpokladejme pro spor, ze kvadratickd forma ma dveé rizna maticova
vyjadieni vzhledem k béazi B:

Z predchoziho bodu ale vime, Ze tato rovnost pro kazdy vektor z € V', neboli
kazdy vektor [z]|p € T™, implikuje A = C. Proto je matice jednozna¢na.

Cv. 13.7 Bud V vektorovy prostor dimenze n nad télesem T a necht charakteristika té-
lesa T neni 2.

(a) Ukazte, ze bilinearni formy a symetrické bilinearni formy na prostoru V'
tvori vektorové prostory a urcete jejich dimenze.

(b) Ukazte, Ze kvadratické formy na prostoru V' tvoii vektorovy prostor a uréete
jeho dimenzi.
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eSeni:

(a)

Bud V prostor dimenze n nad télesem T. Bilinearni formy na prostoru V'
muzeme séitat a nasobit skalarem (podobné jako funkce) a vysledkem je
opét bilinedrni forma. Vlastnosti vektorového prostoru plynou z toho, zZe
hodnoty formy jsou prvky télesa T. Nulovym vektorem je forma b(u,v) = 0

Yu,v e V.

Abychom spocitali dimenzi prostoru bilinearnich forem, uvédomme si, Ze
jsou jednoznacné reprezentované maticemi fadu n x n, a tento vztah je
linearni: Necht B = {wy,...,w,} je baze prostoru V a uvazujme dvé bi-
linearni formy b, . Témto formam piislusi vzhledem k bazi B dvé matice
A, A’ definované po prvcich
Qi = b(w@, wj>7 a;j = b'(wi, U)j).

Potom soucet bilinearnich forem je zase bilinearni forma b* = b+ ' a jeji
matice A* vzhledem k bézi B slozky

ay; = 0" (ws, wj) = (b+ ) (wi, wy) = bw;, wy) + V' (wi, wy) = aij + aj.
Tudiz A* = A+ A’. Analogicky dokazeme, Ze nasobek bilinearni formy se
projevi nasobkem jeji matice.
Takze prostor bilinearnich forem je isomorfni s prostorem T"*" a ma di-

menzi n?.

Analogicky symetrické bilinearni formy jsou reprezentované symetrickymi
maticemi z prostoru T™*" a symetrické matice tvori podprostor dimenze
sn(n+1).

Kvadratické formy jsou vzdjemné jednoznac¢né odvozené od symetrickych bi-
linearnich forem. Pi dané bézi je pak kvadraticka forma urc¢ena jednoznacné
symetrickou matici a opét symetricka matice zavisi linedrné na kvadratické
formé. Tedy dimenze prostoru kvadratickych forem je sn(n + 1).



	Bilineární a kvadratické formy

