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4. Ortogonalni matice

Cv. 4.1 Rozhodnéte, zda néasledujici matice jsou ortogonalni:

1 1 —sin 1 21 =2
A= L, B= (P TRy o1 2 2
1 -1 sine  Ccos« 3 9 9 _1

Reseni:
Matice @ € R™" je ortogonalni pravé tehdy, kdyz QTQ = I,,. Staci tedy ovéiit
tuto vlastnost pro zadané matice. Pro prvni matici spo¢itame

. (2 0
i)

takze matice neni ortogonalni. Sloupce matice sice tvori ortogonalni bazi pro-
storu R?, ale nikoliv ortonormalni bazi. Poznamenejme, Ze matice %A by jiz
ortogonalni byla.

Pro druhou matici spoc¢itame

2 .2
T [COsTa+sin®a 0 (10
BB_( 0 sin2a—|—0052a)_(0 1)’

kde jsme vyuzili goniometrickou identitu sin® o 4+ cos? a = 1. Matice B je tudiz
ortogonalni.

Koneéné pro tieti matici mame CTC = I3, takze je také ortogonalni.
Cv. 4.2 Bud H(u) = I,, — -#-uu", u # o, Houscholderova matice.

(a) Dokazte, ze H(u) je symetricka.
(b) Dokazte, ze H(u) je ortogonalni.

(¢) Rozhodnéte, zda I,, je Householderovou matici pro urcité u # o.

Reseni
(a) Ovérime
T 2 2\ _ 2 NT 2 7
H(u)" = <In— o ) =1, — m(uu )y =1, — U = H(u),

tudiz je H(u) symetricka.

(b) Ovéfime ortogonalitu Householderovy matice z definice:

uTu uTu

H(u)"H(u) = H(u)H(u) = (In — imﬂ) (In — iuuT)

2
=1, — 2——uu” +
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4 o AWTu) 4

=1, — —uu + U
uTu (uTu)?
4 4
=1, — —uu' + —uwt =1,
ulu ulu

V tpravach jsme pouzili vztah u(uTu)u? = (u”u)uu®, ktery plyne z toho,
7e (uT'u) je skalar, a tudiZ lze z celého vyrazu vytknout na zacatek.

(c) Rovnost H(u) = I, nemuze nikdy nastat, protoze by to znamenalo, ze

%UUT = 0. A tato rovnost nenastane (pro u # 0 rovnost neplati a pro

u = 0 bychom ve zlomku délili nulou).

Cv. 4.3 Necht P € R™™ @ € R™"™ jsou ortogonalni. Je blokova matice

P 0
)
ortogonélni?
Reseni:
Ano a lze to nahlédnout nékolika zpusoby.

Prvni zpiisob je pfimo z definice tim, Ze ovéFime rovnost ATA = I,, .,
PT 0 P 0 PTP 0 I, 0
T4 _ _(1m _
= (5 o) (5 )= ("0 afa) = (5 1) = 1o

Druhy mozny zptusob vyuziva charakterizace, Ze matice A je ortogonalni pravé
tehdy, kdyz jeji sloupecky tvori ortonormalni systém. To znamenad, Ze sloupce A
musi byt navzajem kolmé a mit jednotkovou velikost:

e Pokud zvolime dva sloupce z prvniho bloku matice A, tak budou na sebe
kolmé, protoze matice P je ortogonalni. Pokud zvolime dva sloupce z dru-
hého bloku matice A, tak budou na sebe kolmé, protoze matice () je orto-
gonalni. Zbyva piipad, kdy zvolime jeden sloupec z prvniho bloku a druhy
z druhého bloku. I pak budou vektory na sebe kolmé diky nulovym slozkam
pod matici P a nad matici Q).

e Kone¢né sloupce matice A maji jednotkovou velikost, protoZe ji maji sloupce
P i Q a pridanim nulovych slozech se velikost nezméni.

Cv. 4.4 Najdéte vSechny

(a) diagonalni ortogonalni matice fadu n,

(b) diagonalni unitarni matice radu n.

Kolik jich je?



Priklady na procvicent z Linedrni algebry 2 25

Resent:

es
(a) Diagonélni matice (s libovolnymi prvky na diagonale) ma vzdy ve sloupcich
ortogonalni systém. Takze aby matice byla ortogonalni, musi mit sloupce
jednotkovou velikost. Tudiz pro kazdy prvek na diagonéle musi platit |a;| =

1, coz znamené, ze a;; = 1 nebo a; = —1. Matice tedy ma tvar
+1 0 ... 0
0 =1
|
0O ... 0 =1

Takovychto matice je 2".

(b) Analogicky jako v predchozim piipadé pro hledané matice plati |a;| = 1.
Jelikoz jsou tentokrat prvky matice komplexni ¢isla, je prvek a;; jakékoli
¢islo na komplexni jednotkové kruznici, napiiklad 1, —1, ¢, —¢, nebo %—i— %i.
Téchto cisel je nekone¢né mnoho, takze i matic daného typu je nekonecné
mnoho.

Cv. 4.5 Které z matic elementérnich uprav jsou ortogonalni?
Reseni:
Jsou to pouze dvé:
1. Matice prohozeni dvou radki Fj;.
2. Matice E;(£1) vynéasobeni fadku ¢ ¢islem +1.
Snadno ovérime, Ze obé tyto matice jsou ortogonélni. A naopak, zadné jina uz

ortogonalni neni.

Cv. 4.6 Bud p € S5, permutace a P € R"*" permuta¢ni matice definovana tak, ze P;; = 1
pokud i = p(j) a nula jinak.
(a) Jakou tpravu na matici A € R"*" vykona operace PA?

(b) Nahlédnéte, ze P vznikne z jednotkové matice zpermutovanim jejich rfadka
podle p.

(c) Dokazte, ze P je ortogonalni matice.

(d) Necht @ je permutacni matice odpovidajici permutaci ¢. Jakd matice od-
povidé permutaci p o ¢7

(e) Jaka permutacéni matice odpovida permutaci p=1?

(f) Jakou upravu na matici A € R™*" vykona operace AP?

Resent:

es
(a) Soucin PA zpermutuje fadky matice A podle permutace p.
Diikaz. Radek p(i) matice PA ma tvar

Tudiz v fadku p(i) matice PA je i-ty fadek puvodni matice A.
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(b) Z predchoziho bodu muZzeme na matici P = PI, pohlizet jako na jednot-
kovou matici, jejiz fadky zpermutujeme podle p.

(c) P je ortogonalni, protoze jeji fadky tvoii ortonormalni systém vektort, jsou
to vlastné zpermutované jednotkové vektory.

(d) Permutaci p o ¢ odpovida matice PQ.
Dikaz (z vgznamu). Pisme PQ = P(QI,), tudiz matice PQ vznikne z jed-
notkové matice tak, Ze nejprve zpermutujeme radky podle permutace ¢ a
pak podle permutace p, coz je totéz, jako kdyz je zpermutujeme podle pog.
Diikaz (z definice). Kdy nastane situace (PQ);; = 17 Protoze (PQ);; =
P, Q. ;, tak situace nastane pravé tehdy, kdyz i-ty radek matice P i j-ty

sloupec matice @Q jsou stejné jednotkové vektory, napi e;. Protoze P, . = el

je i = p(k). Protoze Q.; = ek, je k = q(j). Tudiz i = p(k) = p(q(j)) =
(poq)().

(e) Protoze PT = P71 tak mame PTP = I,. TudiZ permutaci p~! odpovida
permutacni matice PT.

(f) Souc¢in AP zpermutuje sloupce matice A podle permutace p~!.
Diikaz. Tvrzeni muzeme snadno nahlédnout z pfedchozich bodu tak, Ze
vyjaditme AP = (PTAT)T ¢ili matice PT AT zpermutuje fadky matice AT
podle permutace p~.

Cv. 4.7 Rozhodnéte o platnosti vyroki:

(a) Ma-li regularni matice A € R™*" navzajem kolmé radky, pak mé i navzajem
kolmé sloupce.

(b) Mé&-li matice A € R™*" navzajem kolmé fadky velikosti 1, pak mé i navza-
jem kolmé sloupce.

eSent:

(a) Neplati, uvazujme napiiklad matici A = (1 3'). Jeji fadky jsou na sebe

navzajem kolmé, ale sloupce na sebe navzijem kolmé nejsou.

(b) Plati, protoZe matice je nutné je ortogonalni.
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