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5. Determinanty — vypocet

Cv. 5.1 Spocitejte determinanty nésledujicich realnych matic. Pouzijte vypocet z defi-
nice, pomoci Gaussovy eliminace a pomoci Laplaceova rozvoje podle néjakého

radku.
4 1 2 3 2 -1
A=|0 -1 1|, B=|-2 2 4
1 2 1 2 -1 3
Reseni:

(A) Viypocet z definice. Vypocet determinantu matice fadu n x n z definice vy-
zaduje enumeraci vSech permutaci a prislusnych n! ¢lent, proto je rozumné de-
terminant pocitat z definice jenom pro malé fady. V naSem piipadé musime
uréit 3! = 6 ¢lenu. Postupovat mizeme podle Sarrusova pravidla, které nabizi
mnemotechnickou pomtcku na vyjadieni determinantu. Konkrétné,

4 1 2
det(A) =det| 0 —1 1
1 2 1

= 1,102,203 3 + G1,202303 1 + 1,302,103 2

— a1,10230a32 — (12021033 — A1,3042 2031
:4-(—1)-1+1-1-1+2-O-2—4-1-2—1-0-1—2-(—1)-1
= —0.

Determinant matice je tedy det(A) = —9.

Stejnym zptsobem spocitame hodnotu determinantu druhé matice a dostaneme,
ze det(B) = 60.

(B) Gaussova eliminace. Vypocet determinantu pomoci Gaussovy eliminace fun-
guje tak, ze matici prevedeme na odstupnovany tvar pomoci elementarnich rad-
kovych tprav. Radkové tpravy méni determinant, proto musime zaznamenévat
prislusnou zménu. Konkrétné zaména dvou radkt zméni znaménko determinantu
a vynasobeni fadku ¢islem ¢ zméni determinant c-krat. Pri¢teni nasobku radku
k jinému radku determinant neméni. Jakmile mame matici upravenou na REF
tvar, tak staci jen vynasobit prvky na diagonale, protoze determinant trojihel-
nikové matice je roven soucinu diagonélnich prvka.

Postup predvedeme na matici B:

3 2 -1
det(B) =det| -2 2 4
2 -1 3
-2 2 4
=—1det| 3 2 -1 (Vymeéna 1. a 2. fadku, det se nasobi —1)
2 -1 3
-1 1 2
=—2det| 3 2 -1 (Vydélime 1. fadek 2, det se zmensi 2-krat)

2 -1 3
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Cv. 5.2

-1 1 2
=—-2det| O 5 5 (Pricteme 3-krat 1. fadek k 2., det se neméni)
2 -1 3
-1 1 2
=—2det| 0 5 5 (Pricteme 2-krat 1. fadek k 3., det se neméni)
0 17
-1 1 2
=2det| 0 1 7 (Vymeéna 2. a 3. fadku, det se nasobi —1)
0 55
-1 1 2
=2det| 0 1 7 (Odecteme 5-krat 2. fadek od 3., det. se neméni)
0 0 =30
=2-(-1)-1-(-=30) = 60. (Vynasobime prvky na diagonale)

Hledany determinant matice B je tedy det(B) = 60.

(C) Laplacetiv rozvoj. Na matici A aplikujeme Laplacetv rozvoj podle druhého
rfadku. Pro¢ jsme zvolili druhy fadek? Jak uvidime ve vypoctu dole, tak kazdy
nulovy prvek v fadku nam zjednodusuje vypocet. Proto je z hlediska casové
naro¢nosti vypoc¢tu nejlepsi zvolit fadek (nebo sloupec) s co nejvice nulami.

Konkrétné Laplacetv rozvoj pracuje nasledovné; vypocet determinantii podma-
tic velikosti 2 x 2 jiz provadime z definice:

4 1 2
det(A)=det[ 0 —1 1
1 2 1

:(—1)2+1.0.det<§ ?) +(_1)2+2_(_1)_det<411 ?)

4 1
—1)3*+2.1.
+ (1) 1-det (1 2)

=0+ (=1)*2.(=1)- 24 (=1)**2.1.7
= —9.

Determinant matice je det(A) = —9. Tim, ze druhy fadek matice A za¢ina nulou,
jsme v Laplaceové rozvoji usetfili vypocet determinantu jedné podmatice fadu
2 x 2.

Spoctéte determinant matice

=~ W N~
T W N
T O = W
S O Ut

Reseni:
Muzeme postupovat Gaussovou eliminaci nebo Laplaceovym rozvojem. Pokud
zvolime druhy zptisob, je vyhodné provést rozvoj podle posledniho sloupce a
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dostaneme
1 2 3 4
2 345
det(A) = det 5 45 0
4550
2 3 4 1 2 3
== 4-det|3 4 5] +(=1)*"*-5-det|3 4 5
4 5 5 4 5 5

=(-D" . 4. 14+ (-1)**.5.2=6.

Cv. 5.3 Spoctéte determinant nasledujicich matic:

1 2 3 4 5) n
-1 0 2 3 4 n—1
-1 -2 0 3 4 n—1
(a) A= -1 -2 -3 0 4 n—1
-1 -2 =3 —4 0 n—1|
-1 -2 -3 —4 . 1—n 0
a; +x a9 as an,
aq as +x as G,
(b) B = a; as as +x an,
aq Qo as .o aptx

Resent:

(a) Prvni radek pri¢teme ke vSem ostatnim. Ziskdme horni trojuhelnikovou ma-
tici, jejiz diagonala je postupné tvorena Cisly 1 az n. Determinant matice je
tudiz roven n!.

(b) Posledni radek ode¢teme od vsech predchozich (hodnoty a; zistanou pouze
v poslednim fadku). Dostaneme matici

z 0 O —

0O = O —
B=|0 0 =z —T

a ay az ... Gp+x

Poté vyuZijeme rovnosti det(B) = det(BT), matici transponujeme, pFicteme
vSechny tadky k poslednimu a znovu matici transponujeme. Jinymi slovy
jsme k poslednimu sloupci B pricetli vSechny predchozi sloupce (pfi vypoctu
determinantu miizeme provadét i elementarni sloupcové tpravy prave diky
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rovnosti det(B) = det(BT)). Dostaneme
x 0 0 ... 0
0 ~ 0 ... 0
B'"=10 0 =« 0
a ay az ... THY -
Matice je v dolnim trojuhelnikovém tvaru a jeji determinant je tudiz soucin
diagonélnich prvki. Tim dostavame det(B) = (a; + ...+ a, + x)a" 1.
Cv. 5.4 Bud A € R™™ B e R"™" C € R™". Rozhodnéte, zda nasledujici vztahy pro

blokové matice plati ¢i ne:

(a)
(b)

det (? g) — det(A) det(B),

det (fg g) — det(A) det(B).

ent:

(a)

(b)

Rovnost plati. Nahlédnout to mizeme pomoci Gaussovy eliminace. Pokud
je aplikujeme na celou matici (4 %), dostaneme stejny vysledek, jako kdy-
bychom ji aplikovali na obé matice A, B oddélené, a pak vysledné matice
blokové slozili.

Determinant trojihelnikové matice spoc¢itame soucinem prvku na diago-
nale. Takze dostaneme stejny vysledek, pokud vynasobime diagonalu celé
velké matice, nebo jestli vynasobime diagonalu dvou mensich matic a tyto
dvé cisla pak vynasobime mezi sebou.

Pozndmka. Zde je namisté si uvédomit, Ze obecné rovnost

RREF(? g) - (RREOF(A) RREOF(B))

neplati. V tom piipadé, kdy tato rovnost neplati, je ale matice A singularni
a identita det( 4 %) = det(A) det(B) zistava v platnosti.

Muzeme uvazovat stejné jako v predchozim piipadé. Na matici C' totiz
viibec nezélezi a nijak neovlivni postup a vysledek elementérnich dprav,
aplikovanych na bloky, kde se nachazi matice A a B.

Cv. 5.5 Rozhodnéte, zda plati det(AB) = det(BA).

Res
Pokud jsou obé matice ¢tvercové, tak rovnost plati. Podle vlastnosti determi-

nant

eni:

u odvodime det(AB) = det(A) det(B) = det(B) det(A) = det(BA).

Nicméné, vyraz ma smysl i pro obdélnikové matice, a to pokud matice A méa
rozmér m X n a matice B ma rozmér n X m. Potom sou¢in AB je ¢tvercova
matice fadu m x m a BA je ¢tvercova matice fadu m x m. V tomto obecném
pripadé uz rovnost platit nemusi. Jako protipiiklad poslouzi naptiklad matice

A:

(1,1,1,1), B = AT. Potom det(AB) = 4 # 0 = det(BA).
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Cv. 5.6

Cv. 5.7

Zjednoduste vyraz det(SAS™!) pro matice A, S € T™ ",

Reseni:
Podle vlastnosti determinantu upravime

det(SAS™1) = det(S) det(A) det(S™1) = det(A).

Spocitejte determinanty matic nad prislusnymi télesy

HE i
A= nad Zs, B = 1 @ q nad C.
21 4 1 9 1 id4i
0323 L
Reseni:

Méme dvé moznosti jak spocitat determinant nad télesem Z,. Prvni je spocitat
determinant jednim ze standardnich zpisobu (z definice, Gaussovou eliminaci,
¢i Laplaceovym rozvojem), ale pouzivat operace z télesa Z,. Druha moznost je
vypocitat determinant jako pro readlnou matici a vysledek pak vyjadiit modulo p.
Pro¢ tento zptusob funguje? Determinant je podle definice jen soucet soucint
prvki matice, takze je jedno, jestli modulo pocitame prubézné nebo az na konci.
Kazdopadné, determinant je roven 16, pokud pocitame v R, a 1, pokud pocitdme
v L.

Determinant komplexni matice spoc¢itame standardné, jenom pouzivime kom-
plexni aritmetiku. Napiiklad podle definice Sarrusovym pravidlem dostaneme

1—1 2 1
det(B) =det{ 0 1 4
-1 1 7+1

=(—-1)-1-(i+1)4+2-i-(-1)+1-0-1
—(—=1)-i-1=2-0-(i4+1)—1-1-(-1)
=—2—-2i+04+1+0+(:+1)

= —1.
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