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6. Determinanty — pouziti

Aplikace determinantu

Cv. 6.1 Vyfteste nasledujici soustavu rovnic pomoci Cramerova pravidla.

2 1 3|7
Alb)= -1 1 —-2]-6
3 —1 3 |10
Reseni:
Nejprve spoc¢teme determinant matice A, naptiklad pomoci Gaussovy eliminace:
2 1 3 -1 1 =2 -11 -2
det(A)=det| -1 1 -2 =—det|{ 2 1 3 |=—det| 0 3 —1
3 -1 3 3 -1 3 0 2 -3
1 -1 1 =2 1 -1 1 -2
=——det| 0 3 —1 :—gdet 0 3 —1
0 6 —9 0 0 —7
1
=3 (=1)-3-(=7) = —-T.

Nyni spoc¢teme determinanty matic, kde postupné nahrazujeme prvni, druhy a
tfeti sloupec pravou stranou rovnice, tedy vektorem b.

1) Spoc¢itame determinant matice A, jejiz prvni sloupec nahradime vektorem b.
Determinant spocitame Laplaceovym rozvojem podle druhého sloupce:

7T 1 3
det(A;) =det| -6 1 -2
10 -1 3

-6 -2 7 3
= (=1)2%.1. 242 1.
=(-1) 1 det<10 5 ) +(—1) 1-det (10 3)

7T 3
+ (=12 (—1) - det(_G _2)
= (F)M L2 (11 (29) 4 (<152 (1)
= —T.
Prvni slozka x; vysledného feSeni x = (xq, x5, 23)T je pak rovna

. det(Al) . -7

= = — =1.
T qet(4) T 7

2) Nyni v matici A nahradime druhy sloupec na vektor b a spoéitame jeji deter-

minant
2 7 3 -1 -6 -2
det(Ag) =det| -1 —6 —2 | =—det| 2 7 3
3 10 3 3 10 3
-1 -6 -2 1 -1 -6 -2
=—det| 0O -5 —1|==det| 0O -5 —1|="7.

0 -8 -3/ ° 0 0 7
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Cv. 6.2

Dostavame xo = %7 =—1.

3) Dopoéitame tieti slozku vysledného vektoru (nahrazujeme tieti sloupec):

2 1 7 -1 1 -6 —-11 -6
det| -1 1 —6]=—det| 2 1 7 |=—det] 0 3 =5
3 —1 10 3 —1 10 0 2 -8
1 -11 —6 1 -11 -6
=3 det{ 0 3 —5 =-3 det| 0 3 =5 | =—14.
0 6 —24 0 0 —-14
Dostéavame 3 = =2 = 2.

-7

Zaver: ReSenim soustavy je vektor z = (1, —1,2)7.

Vyteste nasledujici soustavu rovnic s parametrem a € R pomoci Cramerova

pravidla.
a 113
e

=5

Resent:

Nejprve uréime determinant matice A:

a 1

det(A) = det (2 ]

):a-1—2-1:a—2.

Nyni musime rozlisit dva ptipady:

1. Pro a # 2 je matice regularni a mizeme postupovat podle Cramerova pravidla.
Spocitame determinant matice A, jejiz prvni sloupec nahradime vektorem b:

3 1
det(A;) = det (a 1) =3—a.

Dale spoc¢itame determinant matice A, jejiz druhy sloupec nahradime vektorem b:

det(Ay) = det (; 2) =a* - 6.

Resenf soustavy mé tedy tvar pro a # 2:

o= o = (aa Oﬁﬁﬁ -(=5 %zﬁy

2. Pro a = 2 je matice A singularni, a soustavu musime vytesit zvlast. Dosazenim
a = 2 ziska soustava konkrétni tvar

am=(21[9)

Je zfejmé, ze v tomto pripadé je soustava nefesitelna.
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Cv. 6.3 Pomoci determinantu urcete obsah trojihelniku s vrcholy

(a) a=(1,1)T, b= (2,57, c=(3,2)T,
() a=(1,3,1)7,b=(3,3,3)7, c=(3,1,2).

Resent:

(a) Trojihelnik posuneme o vektor —(1,1)%, tedy tak, aby vrchol a piesel do
pocatku. Dostaneme trojihelnik s vrcholy o' = (0,0), & = (1,4)T, ¢ =
(2,1)". Uvazujme matici

1 4
-2 )

jejiz tadky jsou tvoreny vektory b, c. Z geometrické interpretace deter-
minantu vime, Ze hodnota | det(M)| udava obsah rovnobézniku, uréeného
vektory ¥, ¢’. Zadany trojuhelnik mé polovi¢éni obsah, proto je hledana hod-
nota

1 1 7

Sldet(M)] = 5[ =7 = 5.

2 2 2

(b) Postupujeme analogicky, jako v predchozim piipadé. Posuneme trojihel-
nik o vektor —(1,3,1)T, &mZ se vrchol a posune do poc¢atku. Dostaneme

trojuhelnik s vrcholy o’ = (0,0,0)T, ¥ = (2,0,2)T, ¢ = (2,—-2,1)T. Nyni
sestavime matici
2 0 2
M= (2 2 1)’

jejiz fadky jsou tvoreny vektory b, ¢’. ProtoZze matice neni ¢tvercova, obsah
rovnobé&zniku, urcéeného vektory ¥/, ¢, uréime nyni podle obecnéjsiho vzorce

det(MMT). Zadany trojuhelnik mé opét poloviéni obsah, ¢ili
1 1 8 6 1
_ A —— = — =
2\/det(]\ﬂ\l ) 5 det <6 9) 2\/36 3.

Cv. 6.4 Urcete objem elipsoidu, ktery vznikne obrazem jednotkové koule pti zobrazeni
r +— Az, kde

2
A= 1
1

Ot N
W N W

Resent:

7 geometrické interpretace determinantu vime, Ze linearni zobrazeni x — Ax
méni objemy s faktorem | det(A)|. Jednotkové koule mé objem 37 a determinant
je roven det(A) =9, ¢ili elipsoid ma objem 37| det(A)| = 379 = 127

Adjungovani matice

Cv. 6.5 Spocitejte adjungovanou matici k matici A a ovéite vztah Aadj(A) = det(A)1,

@ a=(j 7).
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1
b) A= |1
0

_— N O
_ O N

Resent:

(a) Adjungovanou matici spo¢itame podle definice. Adjungovana matice adj(A)
ma stejny rozmér jako matice A a jeji prvky jsou urcené vzoreckem adj(A);; =
(—1)" det (A7), kde A* predstavuje matici A po odstranéni j-tého Ffadku
a i-tého sloupce. Dostaneme

adj(A) = (_43 _12) .

Vztah Aadj(A) = det(A)I, ovéfime snadno dosazenim

Aadj(A) = (; Z) (_43 _12) - (_02 _02) — det(A) L.

(b) Postupujeme opét podle definice. Pro ilustraci ukédzeme detailné vypocet
prvniho Ffadku adjungované matice:

adj(A)in = (=1)"" det(A") = det G (1)) — 9,

adj(A)p = (—1)'*2det(A*) = — det (? ?) 1
; 1+3 31 0 2
adj(A)12 = (—=1)" ™ det(A”") = det 5 0) = 4

Zbylé prvky dopocitame analogicky. Nakonec dostaneme

2 2 —
adj(A)=[-1 1 2
1 -1 2

102\ /2 2 —4 40 0
AadjA)=[1 2 0] [-1 1 2| =04 0] =det(A)L.
011/ \1 -1 2 00 4

Cv. 6.6 Vyjadrete adj(®}).

Reseni:
Podle definice urc¢ime jednotlivé prvky adjungované matice:

ol - (4 )
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Cv. 6.7 Spocitejte adjungovanou matici k néasledujicim maticim:

(a) In,

d 0 ... 0
OIE B

. 0

0 0 d,
Reseni:

(a) Zde muzeme vyuzit vzorecku, Ze pro regularni matici A plati adj(A) =
det(A)A~t. V nasem piipadée adj(I,) = det(I,,)I; 1 = I,,.

(b) Zde musime postupovat z definice, protoZze obecna diagonalni matice nemusi
byt reguldrni. Mimodiagonalni prvky adjungované matice budou nulové,
protoze odstranénim j-tého fadku a i-tého sloupce z matice pro i # j
dostaneme singularni matici (méa nulovy radek). Pro i-ty prvek na diagonale

mame
Tudiz
dy...d, 0 e 0
0 dyds . ..d, :
adj(D) = o
0
0 0 dy...dp

Cv. 6.8 Vyjadrete det(adj(A)) vzoreckem pomoci det(A).
Reseni:
Rozlisime dva pripady:

1. Necht A je regularni: Potom podle znamych vzorcu vyjadiime

det(adj(A)) = det(det(A)A™") = det(A)" det(A™)
= det(A)" det(A)™! = det(A)" .

2. Necht A je singularni. Potom det(A) = 0 a tudiz Aadj(A) = det(A)I, = 0.
Rozlisime dva podpiipady: Pokud je A = 0, potom adj(A) = 0 a dostaneme
det(adj(A)) = 0. Pokud A # 0, potom adj(A) je singularni, nebot regularni
matice se nemize s nenulovou matici vynasobit na nulovou (coz pokryva definici
regularni matice, ktera 1ika, ze s nenulovym vektorem se nemize vynasobit na
nulovy vektor). Tudiz opét dostavame det(adj(A)) = 0.

Zéaver: Zahrnuvse oba piipady, miZzeme tvrdit, ze det(adj(A)) = det(A)" L.
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