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Cv. 8.1

Cv. 8.2

Cv. 8.3

8. Vlastni cisla — diagonalizovatelnost

Vysettete vlastnost podobnosti jako relace.

Reseni:
Podle definice jsou dvé matice A, B € C"*" podobné A ~ B, pokud existuje
regularni S € C™*" takova, ze A = SBS™L.

Reflexivita. Nejprve vySetiime, zda je podobnost reflexivni. To by znamenalo, ze
existuje S takova, ze A = SAS™!. OkamZité vidime, Ze za S miZeme dosadit
S = I, tedy podobnost je reflexivni relace.

Symetrie. Symetrie iika, ze pokud A = SBS~!, potom existuje regularni matice
T takova, ze B = TAT~!. Pfendsobenim prvni rovnosti matici S=! zleva a
matici S zprava dostavame vyraz ST!AS = B, tedy miizeme volit T = S~1.
Podobnost je symetrické relace.

Tranzitivita. Tranzitivita ¥ika, ze pokud A ~ B a B ~ C, potom A ~ C'. Jinymi
slovy, pokud existuji regularni matice S, T takové, ze A = SBS™ta B =TCT™!,
poté existuje regularni matice U takova, Ze A = UCU™!. Dosazenim druhé
rovnice do prvni dostavame

A=8BS ' =S(TCT 1S = (ST)C(T~'S™) = (ST)C(ST)~".

Vidime, Ze za matici U mizeme volit U = ST. Tato matice bude regularni,
protoze soucin dvou regularnich matic je opét regularni matice.

Relace podobnosti matic je tedy reflexivni, symetrickd a tranzitivni, je to tudiz
relace ekvivalence.

Rozhodnéte o platnosti A ~ B = A? ~ B2. Jak to bude s opa¢nou implikaci?

Reseni:

Pokud A ~ B, potom existuje regularni matice S takova, ze A = SBS~!. Chceme
rozhodnout, zda poté existuje regularni matice T' takova, ze A? = TB?T~ .
Pomoci prvniho vztahu miizeme matici A? vyjadrit jako

A? = (SBS™H(SBS™') = SB(S7'S)BS™' = SBBS™' = SB*S .

Vidime tedy, ze miizeme volit matici T'= S, a tudiz implikace plati.

Opacnéd implikace obecné platit nebude. Ke konstrukei protiprikladu muzeme
vyuzit napiiklad vztahu, Ze podobné matice maji stejna vlastni ¢isla. Zvolme
A =1, a B = —1I,. Diagonalni matice maji vlastni ¢isla na diagonéle, proto
vlastni ¢islo matice A je 1 s algebraickou nésobnosti n a vlastni ¢islo matice B
je —1 s algebraickou nasobnosti n. Matice A a B tedy nejsou podobné. Nicméné,
A? = I, a B?> = (-1I,)(—1,) = I,. Plati dokonce A?> = B? a z reflexivity
podobnosti tedy vyplyva, ze A2 ~ B2.

Urcete, zda jsou nasledujici matice diagonalizovatelné:

4 -2 0
a) A=[0 2 o],
6 —5 1
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8. Viastni ¢isla — diagonalizovatelnost

Reseni:

K ur¢eni diagonalizovatelnosti matice musime rozhodnout, zda matice méa n line-
arné nezavislych vlastnich vektort. Spoc¢itame tedy vlastni ¢isla matice a ur¢ime,
kolik jim prislusi vlastnich vektord. Jinymi slovy, rozhodneme, zda algebraicka
a geometrickid nasobnost kazdého vlastniho ¢isla je stejna. Vlastni vektory poci-
tat nemusime, to k rozhodnuti ohledné diagonalizovatelnosti neni potieba (je to
potieba k sestrojeni spektralniho rozkladu, coz zde nepozadujeme).

(a) Spoctéme tedy vlastni ¢isla matice A jakoZzto koteny jejiho charakteristic-
kého polynomu. Charakteristicky polynom matice A je

pa(A) = det(A — M3) = =A* +7A* — 14\ 4+ 8 =
— (A=) (2= \)(1=N).

Vlastni ¢isla jsou tedy Ay = 4, Ay = 2 a A3 = 1. Protoze jsou navzajem
rizna, je matice nutné diagonalizovatelné.

(b) Postupujeme stejné jako u matice A, jen zde vyjdou komplexni vlastni ¢isla.
Charakteristicky polynom matice B se rovna pg(A) = A\? — 2) + 2. Kofeny
polynomu pg(A) jsou 141 a 1 — . Opét jsou vlastni ¢isla navzéjem rizna,
matice je tedy diagonalizovatelna.

(c) Charakteristicky polynom matice C' je pc(\) = (5 — )% Matice C' ma tedy
vlastni ¢islo 5 s algebraickou ndsobnosti 2. Geometrickd nasobnost vlastniho
¢isla je rovna ¢islu

rank(C' — A\ly) = rank(C' — 5 - ;) = rank <8 é) = 1.

Proto k vlastnimu ¢&islu 0 existuje pouze jediny vlastni vektor, a matice C'
tudiz neni diagonalizovatelna.

(d) Matice D je horni trojuhelnikové, jeji vlastni ¢isla jsou tedy prvky na dia-
gonale. Konkrétné, je to jednonasobné vlastni ¢islo \y = 2 a dvojnasobné
vlastni ¢islo Ay = 7. K prvnimu vlastnimu ¢islu existuje pouze jeden vlastni
vektor, ale jak to bude s druhym vlastnim ¢islem? Hodnost matice

-5 3 3
D—-—MI=D—-7-I3=| 0 0 0
0 00

je jedna, coz znamené, Ze k Ay nalezi dva vlastni vektory. Dohromady tak
méame plny pocet vlastnich vektort, a proto je matice D diagonalizovatelna.
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Cv. 8.4 Rozlozte nasledujici matice na soucin SDS™!, kde matice S je regularni a matice
D je diagonalni:

2 00
(a) | -4 1 3],

—4 0 4

2 0 0\~
(by | -4 1 3] ,

—4 0 4

0 2 =2
(c) {1 -1 5

2 —4 8
Reseni:

Spocitame vlastni ¢isla a vlastni vektory dané matice. Pokud je vlastnich vektort
plny pocet, tj. je jich n linearné nezévislych, sestrojime samotny rozklad SDS~!
tak, ze diagonélu D budou tvofit vlastni ¢isla matice a sloupce matice S budou
tvorit vlastni vektory matice.

(a) Charakteristicky polynom matice je p(A) = (2 — A)(1 — A\)(4 — A), vlastni
¢isla jsou tedy 2,1, 4. Tém odpovidaji vlastni vektory (1,2,2)%, (0,1,0)7,
(0,1,1)T, které jsou linearné nezavislé. Dostavame

2 00 1 00 200 1 0 0
-4 1 3]=1211 010 0 1 -1
-4 0 4 2 01 0 0 4 -2 0 1

(b) Pro vypodet mizeme vyuzit vztahu matice A a A”. Pokud A = SDS™!,
potom
AT = (SDS™HT = (s H)T' DTSt = (s 1T DST.
Po dosazeni z predchozi podilohy dostévame rozklad

9 T 0 —2
1 0
1 1

S = O
=~ O O

1
0
0

— =N

2
0
1

~ W O

1
=10
0

S O N
S = O

—4
—4
(c) Charakteristicky polynom matice je (4 — A)(2 — A)(1 — A), vlastni ¢isla jsou

tedy 4,2, 1. Tém odpovidaji vl. vektory (0,1, 1)T, (1,2,1)T, (2,1,0)7, které
jsou linearné nezavislé. Dostéavame

0 2 =2 01 2 4 0 0 1 -2 3
1 -1 5 |=(1 21 0 20 -1 2 =2
2 -4 8 1 10 0 01 1 -1 1

Cv. 8.5 Najdéte chybu v nasledujici tvaze: Vyjdéme z rovnice Az = Ax. Je-li vlastni
¢islo A = 0, pak x € Ker(A). Je-li vlastni ¢islo A # 0, pak x € S(A). Protoze
dim Ker(A)+dim S(A) = n, ma matice A plny pocet vlastnich vektort a je tudiz
diagonalizovatelna.
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8. Viastni ¢isla — diagonalizovatelnost

Cv. 8.6

Reseni:

Skuteéné plati, ze kazdy vlastni vektor nalezi do Ker(A) nebo S(A). Plati ale
opa¢ny smér? Libovolny vektor z Ker(A) je vlastnim vektorem, ktery piislusi
nulovému vlastnimu ¢islu. Ale ne kazdy vektor ze sloupcového prostoru S(A)
musi byt vlastnim vektorem matice A. Napfiklad matice

2 3

(%)
mé jediny vlastni vektor z = (1,0)7. Proto prvni sloupec matice je vlastnim
vektorem, ale druhy sloupec neni.
Dokazte pfimo Cayleyho-Hamiltonovu vétu pro diagonalizovatelné matice.
Reseni:
Cayleho-Hamiltonova véta tika, ze pokud pro matici A € C™"*™ mame charakte-
risticky polynom ps(A) = (=1)"A" + a,, (A"t + ... + a1\ + ag, poté

pa(A) = (—=1)"A" +a, A"+t ay A+ agl, = 0.

Pro diagonalizovatelné matice plati, ze existuje regularni S takové, ze A =
SDS™!, kde D je diagonalni matice s vlastnimi &isly na diagondle. Dosadme
do levé strany rovnice

(=1D)™(SDS™M)" + a,_(SDS ™" ' + .-+ a;SDS™! + agl,.
Dale, protoze A* = (SDS™1)* = SD*S~! miizeme vyraz upravit na
(-1)"SD"S™ ' +a,_,SD" 'S 4 44 SDST! + agl,.
Vytknéme z vyrazu matici S zleva a matici S~! zprava, dostavame
S((=1)"D" + ap_1 D" ' + -+ a1 D+ aol,)S™ .

Matice M == (=1)"D" + a, D" ' + - -+ a1 D + apl,, ma slozky

(—=1)"0™ + @, 10"t + -+ - 4+ a0 + a0 = 0 pro i # 7,
(=1)"AP + ap A 4 ag i +ag = pa(A) =0 prod = ;.

Matice M je tedy nulova. Dostavame proto
pa(A) =SMS™ =505 =0,

¢imz je tvrzeni dokazano.
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