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9. Vlastni Cisla — Jordanova normalni forma a
symetrické matice

Jordanova normalni forma

Cv. 9.1 Najdéte

(a) matici fadu 3 s jedinym vlastnim vektorem (libovolnym),

(b) matici fadu 3 s jedinym vlastnim vektorem v = (1,1,1)T.

Resent:

(a) Matice musi mit Jordanovu normalni formu ve tvaru jediné Jordanovy
bunky velikosti 3. Mtzeme tedy volit pfimo Jordanovu buiku

J3(A) =
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kde A je libovolné ¢islo.

(b) Vyjdeme z predchoziho piikladu a zvolime napiiklad matici

J3(0) =
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Vlastni vektor této matice je jediny, ale je to vektor e; = (1,0,0)7. Pokud
chceme zménit vlastni vektor, ale zachovat vlastni ¢isla a jejich algebraické
a geometrické nésobnosti, mizeme vyuzit podobnosti a uvazovat matici
ve tvaru A = S71J3(0)S. Aby byl vektor v vlastnim vektorem a &islo A
vlastnim &fslem matice A, musi platit Av = Ao, ¢li S71J3(0)Sv = .
Prenasobenim matici S zleva dostaneme J3(0)Sv = ASv. Tudiz vektor Sv
je vlastnim vektorem matice J3(0), coz znamena Sv = e;. Hledame tedy
regularni matici S takovou, aby platilo
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S|11] =10
1 0

Takovym matic existuje mnoho, zvolime napiiklad

1 0 O

S=11 -1 0

0o 1 -1

Hledana matice potom je
A =S571J5(0)8

1 0 0 010 1 0 0 1 -1 0
=11 -1 0 0 01 1 -1 0 ]=11 -2 1
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9. Vlastni c¢isla — Jordanova normdlni forma a symetrické matice

Cv. 9.2

Cv. 9.3

MuZzeme pak ovérit, Ze tato matice spliuje zadani: Matice A mé jediné
vlastni ¢islo 0, které je trojnasobné a piislusi mu jediny vlastni vektor v.

V kolika Jordanovych buiikach matice A € R16¥1¢ je vlastni ¢islo 8, pokud vime,
ze rank(A — 8115) = 97

Reseni:
Pocet vSech Jordanovych bunék odpovidajicich vlastnimu ¢islu A je roven pocétu
vlastnich vektori pro A, tedy hodnoté n — rank(A — AI,). V naSem piipadé
n — rank(A — 81,) = 16 — 9 = 7. Tedy vlastni ¢islo 8 je v sedmi Jordanovych
bunkéch.

Najdéte Jordanovu normalni formu matic

10 1 111 1288
A=(0 1 1], B=|01 1), C=|, ) 5,
00 2 00 2 P

Resent:

Matice A je trojuhelnikova, jeji vlastni ¢isla jsou tedy prvky na diagonale. Kon-
krétné matice A méa vlastni ¢islo A\; = 1 (dvojnésobné) a A; = 2 (jednonasobné).
Vlastni ¢islo A\g lezi v jedné Jordanové buiice velikosti 1, ale A\ mize lezet v jedné
nebo dvou Jordanovych buiikich. Spoc¢itame proto rank(A — A\ I3) = 1, coz fika,
ze geometricka nasobnost Ay je dva, ¢ili prislusi mu dva vlastni vektory. Hledané
Jordanova norméalni forma je
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Matice B méa také dvojnasobné vlastni ¢islo Ay = 1 a jednonasobné vlastni ¢islo
Ay = 2. Protoze rank(B — A\ I3) = 2, piislusi k vlastnimu ¢islo A\; pouze jeden
vlastni vektor a tudiz Ay lezi v Jordanové bunice velikosti 2. Jordanova normalni
forma matice B je

o O =
O = =
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Matice C' méa dvojnasobné vlastni ¢islo \; = 1 a dvojnésobné vlastni ¢islo Ay = 3.
Protoze rank(C' — A\ I3) = 2 a rank(C' — A2 13) = 3, vlastni ¢islo Ay lezi ve dvou
bunkéch, kdezto s lezi v jedné bunce. Jordanova normalni forma matice C je
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