
Př́ıklady na procvičeńı z Lineárńı algebry 1 (ZS 2020/2021):

(5) Grupy a tělesa

Cv. 1. Zjistěte, zda je grupou:

(a) (Q, ·),
(b) (Q,−),

(c) (Q \ {0}, ◦), kde a ◦ b = |ab| pro všechna a, b ∈ Q,

(d) (Q, ◦), kde a ◦ b = a+b
2

pro všechna a, b ∈ Q,

(e) (Q, ◦), kde a ◦ b = a+ b+ 3 pro všechna a, b ∈ Q,

(f) (F ,+), tj. množina F všech reálný funkćı jedné proměnné s operace sč́ıtáńı
funkćı,

(g) množina rotaćı v R2 kolem počátku s operaćı skládáńı zobrazeńı,

(h) množina posunut́ı v R2 s operaćı skládáńı zobrazeńı.

Řešeńı:

(a) (Q, ·) neńı grupou, protože neexistuje inverzńı prvek k 0.

(b) (Q,−) neńı grupou, protože rozd́ıl racionálńıch č́ısel neńı asociativńı. Např́ıklad
(8− 6)− 1 = 1 6= 3 = 8− (6− 1).

(c) (Q \ {0}, ◦), kde a ◦ b = |ab| pro všechna a, b ∈ Q neńı grupou, protože neńı
zaručena existence neutrálńıho prvku. Pro libovolné a < 0 je a ◦ e = |ae| >
0 > a pro všechna e, tud́ıž žádné e nemůže splňovat definici neutrálńıho
prvku pro záporná a.

(d) (Q, ◦), kde a◦b = a+b
2

pro všechna a, b ∈ Q neńı grupou, protože aritmetický
pr̊uměr č́ısel neńı asociativńı. Např́ıklad pro a = 1, b = 5, c = 7 máme
a ◦ (b ◦ c) = 1

2

(
1 + 5+7

2

)
= 3.5 6= 5 = 1

2

(
1+5
2

+ 7
)

= (a ◦ b) ◦ c.
(e) (Q, ◦), kde a ◦ b = a + b + 3 pro všechna a, b ∈ Q, je grupou. Asociativita

plat́ı z asociativity sč́ıtáńı nad Q. Neutrálńı prvek je e = −3, protože pro
každé a ∈ Q plat́ı

a ◦ e = a+ (−3) + 3 = a = (−3) + a+ 3 = e ◦ a .

Konečně, inverzńı prvek pro každé a ∈ Q je b = −a− 6, protože

a ◦ b = a+ (−a− 6) + 3 = −3 = e = −3 = (−a− 6) + a+ 3 = b ◦ a .

(f) (F ,+) je grupou. Asociativita plyne z definice součtu funkćı a asociativity
sč́ıtáńı nad R. Pro každé f, g, h ∈ F a x ∈ R plat́ı f(x) + (g(x) + h(x)) =
(f(x) + g(x)) + h(x). Neutrálńı prvek je identicky nulová funkce e(x) = 0
pro všechna x ∈ R. Inverzńı prvek pro každou f ∈ F je funkce −f .
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(g) Je grupou. Asociativita plyne z asociativity skládáńı zobrazeńı. Neutrálńım
prvkem je např́ıklad rotace o 360 stupň̊u. Inverzńım prvkem k rotaci o úhel
α je rotace o úhel α v opačném směru.

(h) Je grupou. Asociativita plyne z asociativity skládáńı zobrazeńı. Neutrálńım
prvkem je identické zobrazeńı e((x1, x2)

T ) = (x1, x2)
T (tj. posunut́ı vekto-

rem (0, 0)T ) a inverźım prvkem ke každému posunut́ı t((x1, x2)
T ) = (x1, x2)

T+
(a, b)T je posunut́ı t−1((x1, x2)

T ) = (x1, x2)
T − (a, b)T .

Cv. 2. Vyplňte tabulku pro binárńı operaci ◦ na G tak aby (G, ◦) byla grupou s ne-
utrálńım prvkem 0. Zd̊uvodněte.

(a)
◦ 0 1
0
1

(b)

◦ 0 1 2
0
1
2

(c)
◦ 0
0

(d)

◦ 0 1 2 3
0
1 0
2
3

Řešeńı:
Prvńı tři tabulky jsou určeny jednoznačně. Fakt, že 0 je neutrálńım prvkem pro ◦
určuje prvńı řádek i sloupec tabulky. Existence levého i pravého inverzu omezuje
pozice 0 na diagonále nebo symetricky podle diagonály. Asociativita vynut́ı zbylé
pozice. Dostáváme:

(a)
◦ 0 1
0 0 1
1 1 0

- aditivńı grupu modulo 2,

(b)

◦ 0 1 2
0 0 1 2
1 1 2 0
2 2 0 1

– aditivńı grupu modulo 3,

(c)
◦ 0
0 0

– triviálńı grupu,

(d) např́ıklad

◦ 0 1 2 3
0 0 1 2 3
1 1 0 3 2
2 2 3 0 1
3 3 2 1 0

– Kleinovu grupu, tj. grupu symetríı obdélńıka.
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Cv. 3. Necht’ (G, ◦) je grupa a x ∈ G. Rozhodněte, zda (G, ∗) je grupou s operaćı
definovanou a ∗ b = a ◦ x ◦ b pro všechna a, b ∈ G.

Řešeńı:
Ověř́ıme definici grupy. Nová operace je asociativńı jelikož ◦ je asociativńı. Pro
všechna a, b, c, x ∈ G plat́ı:

a ∗ (b ∗ c) = a ◦ x ◦ (b ◦ x ◦ c) = (a ◦ x ◦ b) ◦ x ◦ c = (a ∗ b) ∗ c ,

kde jsme prostředńı rovnost dostali d́ıky asociativitě ◦ na G aplikované na prvky
α = a ◦ x, β = b a γ = x ◦ c grupy G.

Označme E neutrálńı prvek v (G, ◦). Neutrálńım prvkem (G, ∗) je inverzńı prvek
x vzhledem k ◦, tj. e = x−1 vzhledem k ◦. Ověř́ıme pro všechna a, x ∈ G:

e ∗ a = x−1 ◦ x ◦ a = E ◦ a = a = a ◦ E = a ◦ x ◦ x−1 = a ∗ e .

Podobně, inverzńı prvek pro každé a ∈ G v grupě G je b = x−1 ◦ a−1 ◦ x−1, kde
a−1 je inverzńı prvek k a v grupě (G, ◦). Ověř́ıme pro všechna a, x ∈ G:

a ∗ b = a ◦ x ◦ x−1 ◦ a−1 ◦ x−1 = a ◦ E ◦ a−1 ◦ x−1 = a ◦ a−1 ◦ x−1 = E ◦ x−1

= x−1 = e

= x−1 ◦ E = x−1 ◦ a−1 ◦ a = x−1 ◦ a−1 ◦ E ◦ a = x−1 ◦ a−1 ◦ x−1 ◦ x ◦ a
= b ∗ a .

Cv. 4. Rozhodněte a zd̊uvodněte, zda je Abelovou (komutativńı) grupou:

(a) množina {( 1 z
0 1 ) | z ∈ Z} s maticovým součinem,

(b) množina {( a a
a a ) | a ∈ R \ {0}} s maticovým součinem.

Řešeńı:

(a) Ano. Nejdř́ıve ukážeme, že maticový součin je uzavřený pro danou
množinu. Pro všechna a, b ∈ Z(

1 a
0 1

)(
1 b
0 1

)
=

(
1 a+ b
0 1

)
, (1)

což je matice náležej́ıćı do zadané množiny (z = a+ b ∈ Z pro všechna
a, b ∈ Z).

Asociativita maticového součinu na dané množině plyne z asociativity
maticového součinu pro obecné čtvercové matice stejných rozměr̊u.

Neutrálńım prvkem je jednotková matice řádu dva, jež patř́ı do zadané
množiny (z = 0 ∈ Z).

Konečně, inverzńım prvkem pro libovolnou matici ( 1 z
0 1 ) je celoč́ıselná

matice ( 1 −z
0 1 ), což plyne z rovnosti (1).
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Zadaná množina matic spolu s maticovým součinem tvoř́ı grupu. Zbývá
ověřit, zda je maticový součin pro tyto matice komutativńı. Komuta-
tivita maticového součinu plyne z rovnosti (1) a komutativity sč́ıtáńı
nad Z. Ověřili jsme tedy, že se jedná o Abelovskou grupu.

(b) Ano. Nejdř́ıve ukážeme, že maticový součin je uzavřený pro danou
množinu. Pro všechna a, b ∈ R \ {0}(

a a
a a

)(
b b
b b

)
=

(
2ab 2ab
2ab 2ab

)
, (2)

což je matice náležej́ıćı do zadané množiny (2ab 6= 0 pro všechna a, b ∈
R \ {0}).
Asociativita maticového součinu na dané množině plyne z asociativity
maticového součinu pro obecné čtvercové matice.

Neutrálńım prvkem je matice 1
2

( 1 1
1 1 ), jež patř́ı do zadané množiny.

Konečně, pro všechna a ∈ R\{0} je inverzńım prvkem pro matici ( a a
a a )

matice 1
4a

( 1 1
1 1 ), což plyne z rovnosti (2) (všimněte si, že inverzńı prvek

je definován, protože a 6= 0).

Zadaná množina matic spolu s maticovým součinem tvoř́ı grupu. Zbývá
ověřit, zda je maticový součin pro tyto matice komutativńı. Komuta-
tivita maticového součinu plyne z rovnosti (2) a komutativity součinu
nad R. Ověřili jsme tedy, že se jedná o Abelovskou grupu.

Cv. 5. Vyjádřete jako prvky daného tělesa výrazy:

(a) ((2−1 + 1)4)−1, 4/3 v Z5,

(b) 6 + 7,−7, 6 · 7, 7−1, 6/7 v Z11.

Řešeńı:

(a) Těleso Z5 je definováno jako množina všech zbytk̊u v Z po děleńı 5 spolu s
operacemi součtu a součinu modulo 5. Sč́ıtat modulo 5 lze jednoduše. Pro
ostatńı výpočty v Z5 nám poslouž́ı tabulka pro operaci součinu modulo 5.

Z5, · 0 1 2 3 4
0 0 0 0 0 0
1 0 1 2 3 4
2 0 2 4 1 3
3 0 3 1 4 2
4 0 4 3 2 1

Všimněte si, že z tabulky je vidět, že množina Z5 \ {0} = {1, 2, 3, 4} se
součinem modulo 5 tvoř́ı grupu – takzvanou multiplikativńı grupu modulo
5. Toto neńı překvapivé, protože těleso je definováno jako množina T s ope-
racemi sč́ıtáńı + a násobeńı · na T, takovými že (T,+) je grupa s neutrálńım
prvkem 0 a (T \ {0}, ·) je také grupa.
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Nyńı můžeme vyhodnotit zadané výrazy v Z5, kde při výpočtu nalezneme
multiplikativńı inverz k libovolnému a ∈ Z5 \ {0} v tabulce tak, že v řádku
s a najdeme hodnotu 1 a index b odpov́ıdaj́ıćıho sloupce muśı být hledaný
multiplikativńı inverz a−1, protože a · b = 1 v Z5. Dostáváme:

((2−1 + 1)4)−1 = ((3 + 1)4)−1 = (4 · 4)−1 = (1)−1 = 1 v Z5

a
4/3 = 4 · 3−1 = 4 · 2 = 3 v Z5.

(b) Postupujeme podobně jako pro Z5, ale nebudeme konstruovat celou tabulku
pro součin v Z11. Dostáváme:

6 + 7 = 6 + 7 (mod 11) = 2 v Z11,

−7 = 11− 7 (mod 11) = 4 v Z11.

6 · 7 = 6 · 7 (mod 11) = 42 (mod 11) = 9 v Z11.

Při hledáńı multiplikativńıho inverzu k prvku 7 můžeme postupovat jako
při výpočtu řádku odpov́ıdaj́ıćıho 7 v tabulce pro součin v Z11. Výpočet
zastav́ıme v momentě, kdy uvid́ıme 1:

7 · 1 = 7,

7 · 2 = 3,

7 · 3 = 10,

7 · 4 = 6,

7 · 5 = 2,

7 · 6 = 9,

7 · 7 = 5,

7 · 8 = 1.

Vid́ıme, že
7−1 = 8 v Z11.

Tuto hodnotu využijeme i při posledńım výpočtu:

6/7 = 6 · 7−1 = 6 · 8 = 48 (mod 11) = 4 v Z11.

Cv. 6. Nad Z5 najděte množinu všech řešeńı soustavy rovnic

3x+ 2y + z = 1

4x+ y + 3z = 3

a spoč́ıtejte jej́ı mohutnost.

Řešeńı:
Postupujeme podobně jako pro soustavy rovnic nad R. Využijeme toho, že elimi-
novat prvky pod pivotem můžeme přičteńım vhodného násobku řádku s pivotem.
Přičteńım 2-násobku prvńıho řádku k druhému dostáváme(

3 2 1 1
4 1 3 3

)
∼

(
3 2 1 1
0 0 0 0

)
.
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Za volné proměnné zvoĺıme parametry y, z ∈ Z5 a vyjádř́ıme

x = 3−1(1− 2y − z) = 2(1 + 3y + 4z) = 2 + y + 3z .

Množina všech řešeńı dané soustavy je tedy

{(2, 0, 0)T + y(1, 1, 0)T + z(3, 0, 1)T | y, z ∈ Z5} .

Máme 25 = 5 · 5 r̊uzných voleb parametr̊u y a z a mohutnost množiny řešeńı je
tedy 25.

Cv. 7. Nalezněte multiplikativńı inverzy 9−1 a 12−1 v Z31.

Řešeńı:
Mohli bychom postupovat stejně jako pro Z11, ale výpočet by mohl trvat 31
krok̊u pro zkonstruováńı celého řádku odpov́ıdaj́ıćıho prvku 9 v tabulce pro
součin v Z31. Efektivńı metodou je použit́ı rozš́ı̌reného Euklidova algoritmu jehož
výstupem je kromě NSD(9,31) také dvojice celoč́ıselných hodnot a, b ∈ Z, pro
které plat́ı

1 = NSD(9, 31) = a · 9 + b · 31 .

Tud́ıž nalezená hodnota a (mod 31) je multiplikativńı inverz prvku 9 v Z31.
Rozš́ı̌rený Euklid̊uv algoritmus na vstupu (9, 31) provede následuj́ıćı kroky:

a0 = 31,

a1 = 9,

a2 = 4 = 31− 3 · 9,
a3 = 1 = 9− 2 · 4 = 7 · 9− 2 · 31.

Posledńı hodnota a3 je hledaný NSD(9, 31), o kterém jsme věděli, že muśı vyj́ıt
roven 1, protože 31 je prvoč́ıslo. Nav́ıc jsme dostali 1 vyjádřené jako součet
celoč́ıselných násobk̊u 9 a 31. Můžeme tedy odvodit, že

1 = 7 · 9− 2 · 31 = 7 · 9− 2 · 31 (mod 31) = 7 · 9 (mod 31) .

Proto 9−1 = 7 v Z31.

Pro 12 dostáváme:

a0 = 31,

a1 = 12,

a2 = 7 = 31− 2 · 12,

a3 = 5 = 12− 7 = 3 · 12− 31,

a4 = 2 = 7− 5 = 31− 2 · 12− 3 · 12 + 31 = 2 · 31− 5 · 12,

a5 = 3 = 5− 2 = 3 · 12− 31− 2 · 31 + 5 · 12 = 8 · 12− 3 · 31,

a6 = 1 = 3− 2 = 8 · 12− 3 · 31− 2 · 31 + 5 · 12 = 13 · 12− 5 · 31.

Opět jsme dostali 1 vyjádřené jako součet celoč́ıselných násobk̊u 12 a 31. Můžeme
tedy odvodit, že

1 = 13 · 12− 5 · 31 = 13 · 12− 5 · 31 (mod 31) = 13 · 12 (mod 31) .

Proto 12−1 = 13 v Z31.
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Cv. 8. V Z7 spoč́ıtejte mocninu matice A100 pro matici A = ( 3 2
1 4 ).

Řešeńı:
Nad konečným tělesem muśı být posloupnost matic Ai pro i = 1, . . . ,∞ cyklická.
Spočtěme několik prvńıch člen̊u této posloupnosti:

A = A1 =

(
3 2
1 4

)
,

A2 =

(
3 2
1 4

)(
3 2
1 4

)
=

(
4 0
0 4

)
,

A3 =

(
4 0
0 4

)(
3 2
1 4

)
=

(
5 1
4 2

)
,

A4 =

(
5 1
4 2

)(
3 2
1 4

)
=

(
2 0
0 2

)
,

A5 =

(
2 0
0 2

)(
3 2
1 4

)
=

(
6 4
2 1

)
,

A6 =

(
6 4
2 1

)(
3 2
1 4

)
=

(
1 0
0 1

)
,

A7 =

(
1 0
0 1

)(
3 2
1 4

)
=

(
3 2
1 4

)
= A .

Vid́ıme, že perioda této posloupnost je 6. Hledanou mocninu matice tedy spoč́ıtáme
jako

A100 = A100 (mod 6) = A4 =

(
2 0
0 2

)
.
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