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7. Vektorové prostory a podprostory, linearni obal

Vektorové prostory a podprostory
Cv. 7.1 Rozhodnéte, zda tvoii vektorovy prostor:
Z" nad Z,,

(b) R™ nad Q,
Q" nad R,

)
)
)

d) R™ nad R s operacemi t Gy =x+y, a Ox = —a - x,
) R" nad R s operacemi Gy =z +y, a ©®z = |a| - z,
)

U x V nad T, kde U,V jsou vektorové prostory nad T, s¢itani a nasobeni
je definovéno standardné po slozkéch.

(g) mnozina v8ech zobrazeni f: M — V nad télesem T, kde M je dand mnoZina
a V' vektorovy prostor nad T.

Cv. 7.2 Najdéte netrivialni podmnozinu R?, ktera je:

(a) uzaviena na s¢itani a od¢itani, ale ne na nasobky,

(b) uzaviena na nasobky, ale ne na s¢itani.

Cv. 7.3 Rozhodnéte, zda nasledujici mnoziny vektori tvoif podprostor R2:

(a) {(s,55)"; s € R},
(b) {(s+t,1)T; s, t € R},
(c) {(s,8*)"; s €R},
(d) {(s—t,2)T; s,t € R}.

Cv. 7.4 Bud A € R™*". Dokaite, ze {z € R"; Az = 0} tvoii vektorovy podprostor R™.
Cv. 7.5 Naleznéte vlastni pfiklady podprostorii prostoru matic R™"*™ nad R.

Cv. 7.6 Rozhodnéte, zda nasledujici tvori podprostor prostoru realnych posloupnosti
R> = {(:Elzx%' )7 T; € R, 1€ N}

(a) posloupnosti s nekoneéné mnoha nulami,

)

b) posloupnosti s koneéné mnoha nenulami,

(¢) monotonni posloupnosti (neklesajici a nerostouci posloupnosti ¢isel),
)

(d) fibonacciovské posloupnosti (spliwjici 2,1 = z; + 2;_1, kde x1, x5 € R jsou
libovolné).
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Linearni obal, linearni kombinace
Cv. 7.7 Bud V vektorovy prostor a M, N C V mnoziny vektori. Rozhodnéte, zda plati
(a) span(span(M)) = span(M),
(b) M C N = span(M) € span(N),
(¢c) M C N <« span(M) € span(N),
(d) span(M N N) = span(M) Nspan(N),
Cv. 7.8 Rozhodnéte, zda vektory (1,2)7 a (3,4)” generuji R2.

Cv. 7.9 Rozhodnéte, zda existuje linedrni kombinace zadanych vektort davajici vektor
= (1,2,3)" a pokud ano, tak ji najdéte:
(a) (1,1,1)7,(2,1,3)",(3,1,5)"
(b) (2,1,3)",(3,1,2)", (1, 1, ).
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8. Linearni zavislost a nezavislost

Cv. 8.1 Diskutujte, kdy je systém jednoho resp. dvou resp. tii vektoru linearné zavisly.

Cv. 8.2 Zjistéte zda jsou vektory z R? linearné nezavislé:

(a) (2,3,—5)7, (1,—1,1)7, (3,2, —2).
(b) (2,0,3)7, (1,—1,1)T, (0,2, 1)7.

Cv. 8.3 Necht u,v,w jsou linearné nezévislé vektory z vektorového prostoru V nad R.

Rozhodnéte, zda-li jsou nasledujici mnoziny linearné nezavislé.
(a) {u,v,0},
(b) {w,v,u},

(©) {u, utv, utwh
)

(d) {u—v, u—w, v—w}.

Cv. 8.4 Necht V je vektorovy prostor nad télesem T a méjme dvé mnoziny vektori

Cv

Cv

X CY C V. Rozhodnéte, ktera z nasledujicich tvrzeni jsou pravdiva:

(a) Je-li X nezavisla, pak je Y zavisla.

(b) Je-li X nezavisla, pak je Y nezavisla.
(c
(d

(e) Je-li Y zavisla, pak je X zavisla.

)

)

) Je-li X zavisla, pak je Y zavisla.

) Je-li Y nezavisla, pak je X nezavisla.
)

. 8.5 Rozhodnéte, zda vektory (0,1,1,1)%, (1,0,1,1)%, (1,1,0,1)T, (1,1,1,0)T jsou

linearné zavislée v R? resp. v Z3.

. 8.6 Budte U,V podprostory prostoru W. Dokaizte, ze UNV = {o} pravé tehdy, kdyz

kazdy vektor x € U 4+ V se da jednoznac¢né zapsat jako x = u + v, kde u € U,
veV.

. 8.7 Urcete, zda nasledujici mnoziny vektoru jsou linearné nezavislé v prostoru real-

nych funkei R — R (nad télesem R).

(a) {2z —1, z — 2, 3x}.
(b) {z*+2z+3, 2+ 1, 2 —1}.

(¢) {sinz, cosz}.

. 8.8 Najdéte ¢tyti linearné zavislé vektory z R* tak, aby:

(a) pravé jeden vektor byl linedrné zavisly na ostatnich,
(

b) pravé dva vektory byly linearné zavislé na ostatnich tiech,
(c) prave tii vektory byly linearné zavislé na ostatnich tiech,
)

(d) kazdy z nich byl linearné zavislych na ostatnich tfech,



