46 8. Linedrni zdvislost a nezdvislost
8. Linearni zavislost a nezavislost

Cv. 8.1 Diskutujte, kdy je systém jednoho resp. dvou resp. tii vektoru linearné zavisly.
Reseni:
1 vektor: Aby mnoZina s jednim vektorem byla linedrné zéavislé, tak ten vektor
musi byt nulovy.
2 vektory: Aby mnoZina dvou vektora byla linedrné zavisla, jeden vektor musi
byt nasobek druhého.
3 vektory: V tomto pripadé jeden vektor je linedrni kombinaci ostatnich, ale
nemusi byt nutné jeden vektor nasobek néjakého jiného.

Cv. 8.2 Zjistéte zda jsou vektory z R? linearné nezavislé:

(a) (2,3,—5)7, (1,—1,1)7, (3,2, —2)".
(b) (2,0,3)7, (1,—1,1)T, (0,2, 1).

Reseni:
Vektory x1, ...,z jsou linedrné nezavislé, pokud jediné linedrni kombinace
k
E o;r; = 0
i=1
mé vSechny koeficienty oy = ... = a; = 0. Problém nalezeni koeficienti této

linearné kombinace prevedeme na hledani feseni soustavy linedrnich rovnic.

(a) Hledame koeficienty aq, ao, 3 € R takoveé, ze

2 1 3 0
Qg - 3 + Qg - -1 + ag - 2 = 0
-5 1 -2 0

Prevedenim na feSeni soustav linedrnich rovnic dostavame

2 1 3]0
3 -1 210
-5 1 =210

Jedinym feSenim této soustavy je vektor (0,0,0)7, vektory jsou proto line-
arné nezavislé.

(b) Opét sestavime soustavu rovnic

2 1 0|0

0 -1 2|0],

3 1 110
kterou prevedeme na odstupiiovany tvar

2 1 0|0

0 -1 210

0 0 0]0
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Soustava ma tedy i netrivialni feSeni a vektory jsou proto linearné zavislé.
Pro tplnost doplnime, Ze mnoZina Yesen{ soustavy je {(—x3, 2x3, 23)7; 23 €
R}. Tedy napiiklad pro x3 = 1 mame

2 1 0 0
—1-[o]+2-[=1]+1-[2] =10
3 1 1 0

Cv. 8.3 Necht u,v,w jsou linearné nezévislé vektory z vektorového prostoru V nad R.
Rozhodnéte, zda-li jsou nasledujici mnoziny linedrné€ nezavislé.
(a) {u,v, 0},
(b) {w,v,u},
(¢) {u, u+v, u+w},
(d) {u—v, u—w, v—w}.

eSeni:
(a) Linearné zavislé, nebot
0O-u+0-v+1-0=o0.
(b) Linearné nezavislé, nebot jsou to ty samé vektory, jenom v jiném potadi.
Zménou poradi se linearni (ne)zavislost vektort neméni (proc?).

(¢) Zde uz to ofividné neni, tak postupujeme obdobné jako v predchozim cvi-
¢eni 8.2. Hledame koeficienty aq, as, az € R takové, aby

0=oau+ as(u+v)+az(u+w) = (a; + as + az)u + av + azw.

Protoze u, v, w jsou linedrné nezavislé, musi byt a; +as +a3 =0, as =0 a
az =0 atedy i ag = 0. Proto je mnozina vektora {u,u+ v, u+ w} linearné
nezavisla.

(d) Obdobné jako v pfedchozim piipadé hledame oy, ag, a3 € R takové, ze
0 = a1(u—v)+as(u—w)+az(v—w) = (g +az)u+(—ar+az)v+(—as—az)w.
7 linearni nezavislosti u, v, w dostavame soustavu

Oél+06220,
—(,Y1+(,¥3:O,
—OZQ—OZ3:0.

Resenim této soustavy je mnoZina {(as, —as, as)’; as € R}. Mnozina {u —
v,u —w,v —w} je tedy linearné zavisla, napt. pro az = 1 mame

l-(u—v)—1-(u—w)+1-(v—w)=o.

Cv. 8.4 Necht V je vektorovy prostor nad télesem T a méjme dvé mnoziny vektori
X CY C V. Rozhodnéte, ktera z nasledujicich tvrzeni jsou pravdiva:
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a) Je-li X nezavisld, pak je Y zavisla.
b

(a)

(b)

(c) Je-li X zavisla, pak je Y zavisla.
)
)

Je-li X nezavisla, pak je Y nezavisla.
(d) Je-li Y nezavisla, pak je X nezavisla.
(e) Je-li Y zavisla, pak je X zavisla.
Reseni:
Obecné dle definice se da odvodit, ze nezévislost se prenasi ,,doli* a zavislost
,hahoru“. Konkrétneé:
(a) Neplati: X = {(1,0)T} a Y = {(1,0)7, (0,1)"} jsou obé& nezavislé v R?.
(b) Neplati: X = {(1,0)"} je nezavisla, ale Y = {(1,0)7,(2,0)T} je uz zavisla

v RZ
(c) Plati. Méjme X = {vy,...,v,} aY = {vy,...,vp,wy ..., wi}. Podle pred-
pokladu je mnozina X zavisla, tedy existuji ai,...,a, € T takové, Ze

(aq,...,a0) #(0,...,0) a
0
Z&i$i:0.
i=1

Vezméme 3y, ..., B, = (0,...,0). Pak stéale plati, ze (a4, ..., ap f1,. .., Bk) #
0,...,0) a

¢ k
Zam— + Zﬂjwj =0
i=1 j=1

je netrivialni linedrni kombinace vektort z Y, ktera se rovna 0. Mnozina Y
je tedy také linearni zavisla.

(d) Plati. Jde o obménu bodu (c).

(e) Neplati: Y = {(1,0)7,(2,0)T} je zavisla, ale X = {(1,0)"} je nezavisla
v R2

Cv. 8.5 Rozhodnéte, zda vektory (0,1,1,1)7, (1,0,1, )%, (1,1,0,1)T, (1,1,1,0)7 jsou
linearné zavislé v R? resp. v Z3.

Reseni:

Ulohu fegime stejné jako ve cviceni 8.2, jen jednou pocitdme nad télesem R a
podruhé nad Zs. Zjistime, Ze nad R jsou vektory linearné nezéavislé. Nad Z3 jsou
ale linedrné zavislé, napriklad

1-(0,1,1, )" +1-(1,0,1, D" +1-(1,1,0,1)" +1-(1,1,1,0)" = 0.

Vidime tedy, Ze linearni zévislost /nezavislost zéavisi na volbé télesa vektorového
prostoru.

Cv. 8.6 Budte U,V podprostory prostoru W. Dokazte, ze UNV = {o} pravé tehdy, kdyz
kazdy vektor x € U 4+ V se da jednoznac¢né zapsat jako x = u + v, kde u € U,
veV.
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Cv. 8.7

Reseni:
Ekvivalenci dokdzeme tak, Ze ukadZeme zvlast obé implikace.

,= 7 definice spojeni prostorit se kazdy vektor x € U 4+ V da zapsat jako
r =u+wv, kde u € U, v € V. Musime tedy ukaizat jednoznac¢nost tohoto
vyjadieni. Pro spor mé&jme dvé vyjadreni vektoru x,

U+ V] =T = Uy + V2
pro ui,us € U a v1,v2 € V. Rovnost upravime na
Uy — Uy = Vg — V1.

Vektor u; —us lezi v U a vektor vy — vy lezi ve V. Z predpokladu je UNV = {0},
Cili uy — ug = v9 — vy = 0. Z toho ale vyplyva, ze u; = uy a v = vy a vyjadieni
x je tedy jednoznacné. Spor.

,<="* Opét postupujeme sporem. Predpokladejme, Ze existuje nenulovy vektor
w € UNV. Pak tento vektor mizeme vyjadiit dvéma raznymi zpusoby (prvni
stitanec je z U, druhy scitanec je z V):

w=w+o=o0+w.

Urcete, zda nasledujici mnoziny vektori jsou linedrné nezavislé v prostoru real-
nych funkei R — R (nad télesem R).

(a) {22 — 1, 2 — 2, 3z}.
(b) {2 +2x+3, 2+ 1,z —1}.

(¢) {sinz, cosz}.

Reseni:

(a) Oznacme f(z) =22—1, g(x) = r—2 a h(x) = 3z. Pak hledame oy, as, a3 €
R takové, ze oy - f(z)+az-g(x)+as-h(z) = 0 pro viechna z € R. Dostévame

ap-(2r—1)4as- (x—2)+az-32 = (201 +as + 3a3) - v+ (—a; — 2a) = 0.

Rovnost je splnéna pro vSechna x pravé tehdy, kdyz je nulovy absolutni
¢len i koeficient u proménné x:

20[1 +OZ2+30&3 :0,

-] — 20[2 = 0.

Mnozina feseni této soustavy je {(—2z3, 3, 73)7; 3 € R}. Mnozina {2z —
1, z — 2, 3x} je tedy linearné zavisla, napt. pro 3 = 1 mame

2. (22 —1)+1-(z—2)+1-(3z)=0.
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(b)

Opét hledame a1, as, a3 € R takové, ze
ar- (P +20+3)+ay-(z+1) +az-(z—1)=0,

neboli
al-x2+(2a1+a2+a3)-x+(3a1+a2—a3) =0.

Aby byl polynom nulovy pro vSechna z € R, musi byt vSechny koeficienty
polynomu nulové. Z toho dostaneme homogenni soustavu

10 0
21 1
31 —1

o O O

Tato soustava ma jediné feseni (0,0,0)T, polynomy jsou tedy linearné ne-
zavislé.

Hledame TeSeni rovnice
aysinx + agcosx =0,

c¢ili takova aq, as € R, aby rovnice byla splnéna pro kazdé z € R. Protoze
nemuzeme sestavit soustavu rovnic podobné jako v predchozich podilohach,
snazime se nalézt takové x € R, pro které vynutime z rovnosti konkrétni
hodnoty aq, as. Pokud dosadime x = 0, dostaneme g = 0, protoze sin(0 = 0
a cos0 = 1. Pokud dosadime x = 7, pak nutné a; = 0, protoZe sin § = 1
a cos 7 = 0. Aby byla rovnice splnéna, nutné musi a; = ay = 0. Zaroveii
vidime, Ze o = as = 0 spliiuji tuto rovnici. Funkce jsou tedy linedrné
nezavislé.

Cv. 8.8 Najdéte ¢tyfi linearné zavislé vektory z R* tak, aby:

(a)
(b)
()
()
Reseni
(a)
(b)
(c)
()

praveé jeden vektor byl linearné zavisly na ostatnich,
pravé dva vektory byly linedrné zavislé na ostatnich tfech,
prave tii vektory byly linearné zavislé na ostatnich tfech,

kazdy z nich byl linearné zavislych na ostatnich ttech,

Napiiklad e;, e, €3, o (ten posledni).
Napriiklad ey, eq, e3, 2e3 (ty posledni dva).
Napfiiklad e, e, e3, €s + €3 (ty posledni t¥i).

Napriklad e, eq, €3, €1 + €5 + e5.
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9. Baze a dimenze

Baze a souradnice

Cv. 9.1 Najdéte bazi a urcete dimenzi néasledujicich vektorovych prostoru:

(a) R? nad R,
(b) C? nad C,
(c) C? nad R,
(d) P

(e) RQXQ nad R,
(f)

f) prostor symetrickych matic v R?*2 nad R.

Reseni:
(a) Bazi tvori napiiklad e;, ey ¢ jakékoli dva linedrné nezéavislé vektory. Di-
menze je tudiz 2.
(b) Bézi tvori napiiklad e, ey ¢i jakékoli dva linearné nezavislé vektory. Di-
menze je tudiz 2.
Tato vlastnost plati obecné. Je-li T téleso, pak vektorovy prostor T? nad T
ma dimenzi 2 a jeho bazi je napfiklad kanonicka béaze ey, e;. Ditkaz: vektory
e1, ey jsou ziejmé linedrné nezavislé a kazdy vektor v = (vy,v2)7 € T lze
napsat v = v1(1,0)7 +v2(0, )T = vie; + voes.
(c) Bazi tvori napiiklad ey, e, (¢,0)7, (0,7)". Dimenze je tudiz 4.
Diikaz. Nejprve ukdZeme, Ze to jsou generatory. Kazdy vektor v € C? je
tvaru v = (a1 + bii, ag + byi)T, kde a1, as, by, by € R. MiiZeme tento vektor
tedy vyjadrit

= a1(1,0)7 +b1(3,0)" + ax(0, 1) + by(0,4)”.

Linearni nezavislost. Uvazujme linearni kombinaci vektort (s realnymi koe-
ficienty!)

a1(1,0)" +b1(4,0) 4 a2 (0, )" +b,(0,4)" = (0,0)", a1, as,b1,by € R.
Rovnice lze ekvivalentné psat (a; + byi,as + bei)” = (0,0)” a je splnéna
praveé tehdy, kdyz a; = by = as = by = 0.

(d) Bézi tvoif napiiklad 1, z, z2. Dimenze je tudiz 3.
), (99), (89). Dimenze je tudiz 4.

(e) Bazi tvoii napiiklad (39), (9
24), (89). Dimenze je tudiz 3.

(f) Béazi tvoii napiiklad (39), (

o= O~

Cv. 9.2 Zjistéte, zda (—1,5,3)T € span{(1,2,2)T, (4,1,3)T}.

Pokud ano, tak urcete souradnice vektoru vzhledem k dané bazi.

Reseni:
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10. Maticové prostory

() ()

Postupné nad télesy R, Zs a Z; rozhodnéte, zda plati:

Cv. 10.1 Bud

(a) v € Ker(A),
(b) v e S(A).

Reseni:
7 definice jadra a sloupcového prostoru matice plati

Ker(4) = {x € T" Az = 0},
S(A) =span{A,q,..., A} = {Az; x € T"},

staci tedy oveérit, zda vektor v = (1,2)7 fesi soustavu Az = 0 nad danym té&lesem
a zda plati Az = v pro né&jaké x € T2

Nad télesem R:

(a) vektor v nepatii do jadra matice A, protoze

()00 )

(b) vektor v patii do sloupcového prostoru matice A, protoZe soustava

(1 2|1 1 2|1 1 0|2
=12 (0 5[4) -6

ma FeSeni, konkrétné plati (1,2)" = 2(1,3)" + 1(2,1)".

Nad téelesem Zs:

(a) vektor v patii do Ker(A), protoze

=G 6)-0)

(b) vektor v nepatii do S(A), protoze soustava

1 21 1 21
(4 |”)_<3 1‘2>N<0 0‘4)
nema nad télesem Zs FeSeni.

Nad téelesem Zy:

(a) vektor v nepatii Ker(A), protoze

()00 )
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Cv. 10.2

Cv. 10.3

(b) vektor v patii do S(A), protoze soustava

(A | v ) (1 2]1 N 1 241 N 1 0]2
S \3 1|2 0 2|6 0 1(3
m4 nad télesem Z; fefeni a plati (1,2)7 = 2(1,3)T + 3(2,1)7.

Najdéte baze prostortt R(A), S(A) a Ker(A) pro matici

1
A =12
3

[@2TE ]

2
1
1

= W

Reseni:

Prevedeme matici A do redukovaného odstupiiovaného tvaru RREF(A):

1
A=12
3

O =~ N

2 1
1 ~ {0
1 0

O O N
o = O

1
1| = RREF(A).
0

-~ W W

Bazi fadkového prostoru R(A) tvoii (napiiklad) nenulové vektory v fadcich vy-
sledné matice, tedy vektory (1,2,0,1)T, (0,0,1,1)”. Divodem je, Ze elementarn{
fadkové tpravy nemeéni fadkovy prostor matice, a tedy R(A) = R(RREF(A)).
Najit bazi radkového prostoru matice RREF(A) je pak jednoduché — jsou to
vSechny nenulové radky.

Bazi sloupcového prostoru muzeme vybrat z puvodnich sloupcii matice A, které
odpovidaji bazickym sloupctim odstupnovaného tvaru. Bazické sloupce jsou prvni
a tret, tedy vektory (1,2,3)7 a (2,1, 1)T tvoif bazi S(A). Zdivodnéni je ted jiné,
nez v pripadé radkového prostoru, protoze elementarni fadkové tpravy obecné
mohou zménit sloupovy prostor matice. Co ale elementarni fadkové upravy ne-
meéni, je linedrni zévislost a nezavislost mezi sloupci. Tudiz muzeme tvrdit: bazi
S(RREF(A) tvoif prvni a tieti sloupec matice RREF(A), proto bazi S(A) tvoii
prvni a tieti sloupec matice A.

Bézi jadra matice A ziskdme z FeSeni soustavy Az = 0. Mnozinu vSech feSeni
této soustavy muzeme vyjadrit pomoci nebézickych proménnych z,, x4 ve tvaru

(_2562 — Ty, L2, —Iy, $4)T = (_27 17 07 O)TxQ + (_17 07 _1a 1),11584-
Bézi Ker(A) tedy tvorf napt. vektory (—2,1,0,0)7, (=1,0,—1,1)T.
Najdéte matici A takovou, ze

(a) R(A) obsahuje vektory (1,1)7,(1,2)T a S(A) obsahuje (1,0,0)%, (0,0,1)%,
(b) bazi R(A) i S(A) tvori vektor (1,1,1)7 a baze Ker(A) je (1,—2,1)T.

ReSeni:



