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8. Linearni zavislost a nezavislost

Cv. 8.1 Diskutujte, kdy je systém jednoho resp. dvou resp. tii vektoru linearné zavisly.

Cv. 8.2 Zjistéte zda jsou vektory z R? linearné nezavislé:

(a) (2,3,—5)7, (1,—1,1)7, (3,2, —2).
(b) (2,0,3)7, (1,—1,1)T, (0,2, 1)7.

Cv. 8.3 Necht u,v,w jsou linearné nezévislé vektory z vektorového prostoru V nad R.

Rozhodnéte, zda-li jsou nasledujici mnoziny linearné nezavislé.
(a) {u,v,0},
(b) {w,v,u},

(©) {u, utv, utwh
)

(d) {u—v, u—w, v—w}.

Cv. 8.4 Necht V je vektorovy prostor nad télesem T a méjme dvé mnoziny vektori

Cv

Cv

X CY C V. Rozhodnéte, ktera z nasledujicich tvrzeni jsou pravdiva:

(a) Je-li X nezavisla, pak je Y zavisla.

(b) Je-li X nezavisla, pak je Y nezavisla.
(c
(d

(e) Je-li Y zavisla, pak je X zavisla.

)

)

) Je-li X zavisla, pak je Y zavisla.

) Je-li Y nezavisla, pak je X nezavisla.
)

. 8.5 Rozhodnéte, zda vektory (0,1,1,1)%, (1,0,1,1)%, (1,1,0,1)T, (1,1,1,0)T jsou

linearné zavislée v R? resp. v Z3.

. 8.6 Budte U,V podprostory prostoru W. Dokaizte, ze UNV = {o} pravé tehdy, kdyz

kazdy vektor x € U 4+ V se da jednoznac¢né zapsat jako x = u + v, kde u € U,
veV.

. 8.7 Urcete, zda nasledujici mnoziny vektoru jsou linearné nezavislé v prostoru real-

nych funkei R — R (nad télesem R).

(a) {2z —1, z — 2, 3x}.
(b) {z*+2z+3, 2+ 1, 2 —1}.

(¢) {sinz, cosz}.

. 8.8 Najdéte ¢tyti linearné zavislé vektory z R* tak, aby:

(a) pravé jeden vektor byl linedrné zavisly na ostatnich,
(

b) pravé dva vektory byly linearné zavislé na ostatnich tiech,
(c) prave tii vektory byly linearné zavislé na ostatnich tiech,
)

(d) kazdy z nich byl linearné zavislych na ostatnich tfech,
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9. Baze a dimenze

Baze a souradnice

Cv. 9.1 Najdéte bazi a urcete dimenzi nésledujicich vektorovych prostort:
(a) R? nad R,

(b) C? nad C,

(c) (C2 nad R,

(d) P

(e) RQXQ nad R,

(f) prostor symetrickych matic v R**? nad R.

Cv. 9.2 Zjistéte, zda (—1,5,3)T € span{(1,2,2)T, (4,1,3)T}.

Pokud ano, tak urcete souradnice vektoru vzhledem k dané bazi.

Cv. 9.3 V prostoru P? najdéte soufadnice vektoru x? + 2 vzhledem k bazi 22 + 1, x — 2,
202 + 1 — 1.

Cv. 9.4 Soufadnice vektoru v vzhledem k bazi B = {21, 2o, 23, 24} jsou [v]z = (a1, az, as, aq)?.
Urcete soufadnice vektoru v vzhledem k bézi B’, pokud

(a) B' = {247237Z2721}7
(b) B/ - {Zl + R4, %2, 23, 24}7

(¢) B = {21 + 24,20 + 23, 24, 22}

Dimenze
Cv. 9.5 Najdéte viechny podprostory vektorového prostoru R? nad R.
Cv. 9.6 Urcete pocet podprostorii Z2 nad Z,.

Cv. 9.7 Budte U,V podprostory vektorového prostoru W a necht dimU =7, dimV = §,
dimW = 13.

(a) Odhadnéte zdola a shora hodnotu dim(U+ V') a najdéte konkrétni piiklady,
kdy se obé meze nabydou.

(b) Odhadnéte zdola a shora hodnotu dim(U N V') a opét ukazte, ze je odhad
tésny.

Direktni soucet

Cv. 9.8 Necht U,V jsou podprostory vektorového prstoru W. Dokazte, ze pokud UNV =
{0}, pak kazdy vektor w € U+V lze zapsat jedinym zpiisobem ve tvaru w = u+wv,
kdeueUavelV.

Cv. 9.9 Bud W direktnim souc¢tem svych podprostoru U, V. Dokazte: Je-li uy,..., upn,
béze U a vy, ...,v, baze V, pak ui, ..., Up,v1,...,U, je baze W.
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10. Maticové prostory

() ()

Postupné nad télesy R, Zs a Z; rozhodnéte, zda plati:

Bud

(a) v € Ker(A),
(b) v e S(A).

Najdéte baze prostortt R(A), S(A) a Ker(A) pro matici

1
A =12
3

S N

2
1
1

=~ o W

Najdéte matici A takovou, ze

(a) R(A) obsahuje vektory (1,1)7,(1,2)T a S(A) obsahuje (1,0,0)7, (0,0,1)T,
(b) bazi R(A) i S(A) tvori vektor (1,1,1)T a baze Ker(A) je (1,-2,1)7T.

Rozhodnéte, zda pro matice A, B € R™" plati

(a) S(A) = S§(B) implikuje RREF(A) = RREF(B),
(b) RREF(A) = RREF(B) implikuje S(A) = S(B).

S vyuzitim maticovych prostori urcete dimenzi prostoru

V={zeR" z+...+z, =0}

Z vektorii vyberte bazi prostoru V' = span{vy, vs,v3,v4} a pro ostatni vektory
najdéte souradnice vici této bazi:

v = (3,1,5, 47 vy =(2,2,3,3)7, v3 = (1,-1,2, )7, v, = (1,3,1,1)".

Urcete, jaky je vztah mezi prostory Ker(AB) a Ker(B) pro matice
(a) A c Rmxn, B c Rnxp7
(b) A € R™™ regularni, B € R"*?.

Rozhodnéte, zda plati rank(A + B) < rank(A) + rank(B) pro A, B € R™*™.
(Hint: Jaky je vztah mezi prostory S(A+ B) a S(A) +S(B)?)



