Linearn{ algebra 1 2. cviceni

Soustavy linearnich rovnic a Gaussova eliminace

Cv. 2.1 Zapiste rozsifenou matici soustavy

T1 + 29 = 6,
—3ZE1 + Ty = 2,
a vyTeste soustavu Gaussovou nebo Gaussovou-Jordanovou eliminaci.

Znézornéte feSeni soustavy graficky jako prisecik piimek (tzv. fadkovy pohled).
Déle vyjadrete pravou stranu soustavy jako kombinaci sloupcti matice soustavy
(tzv. sloupcovy pohled).

Reseni:
Rozsitend matice soustavy je
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Aplikaci elementarnich radkovych tdprav snadno nalezneme feSeni (xq,x2) =
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Rovnice 1 + 9 = 6 a —3x; + x5 = 2 popisuji dvé piimky v roviné, reSeni
soustavy (1,5) je jejich prusecikem.

Sloupce rozsifené matice soustavy muzeme zakreslit jako vektory v roviné. Resen{
soustavy pak fika, Ze vektor pravych stran (6,2) dostaneme se¢tenim (1-krat
prodlouzeného) vektoru (1, —3) a 5-krat prodlouzeného vektoru (1,1).
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Cv. 2.2 Vyfteste Gaussovou nebo Gaussovou-Jordanovou eliminaci nasledujici soustavy
rovnic a urcete hodnost matic. Na zavér udélejte zkousku reseni.

2 —3 4]2 5 —3 6] 2 10 —1]1
() (4 1 2(2|, ) |1 -2 1] 3], (¢ {01 2|3
1 -1 33 2 3 3|-1 12 3|7

Resent:

(a) Aplikaci elementéarnich Ffadkovych tprav prevedeme rozsifenou matici sou-
stavy do odstupnovaného tvaru:
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Alternativné mizeme také pouzit Gaussovu—Jordanovu eliminaci a prevést

matici do redukovaného odstupiovaného tvaru

Zpétnou substituci ziskame jediné feSeni soustavy (z1, xq,x3) = (

1
0
0

o = O

1
0] =3
0 1
3
L3
Hodnost matice je dana po¢tem nenulovych fadkt (po¢tem pivoti) odstup-
niovaného tvaru. V tomto piipadé plati rank(A) = rank(A | b) = 3.
Dosazenim ovéfime, 7e vektor (zq,xs,z3) = (—%, 1, %) opravdu vyhovuje
soustavé (ale uz neovéime, zda potencialné neexistuje néjaké dalsi feSeni).

(b) Opét upravime matici pomoci elementérnich fadkovych uprav:
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0 00 6 0 0 01

Posledni fadek upravené matice reprezentuje rovnici Oz; + Oxy + Oxz = 6,
soustava tedy nemé feSeni.

Vidime, Ze se v poslednim sloupci upravené matice nachézi pivot a hodnost
rozsifené matice soustavy je rank(A | b) = 3, zatimco rank(A) = 2.

(c) Aplikaci elementérnich tprav pfevedeme matici na tvar:
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Nyni pouzijeme zpétnou substituci. Z druhého rfadku vyjadiime x5 = 3 —
2x3, pricemz volnou proménnou x3 ponechame jako parametr. Nakonec
z prvniho fadku dostaneme x; = 1 + x3. Soustava ma tedy nekonecné
mnoho feSeni ve tvaru

(ZL‘l,ZE27fL’3) = (1 —f-[L‘g, 3 — 2!E37 (L’g) = (1,3,0) + xIs3 - (]_, —2, 1)

Geometricky mnozina feseni tvoii piimku, ktera prochazi bodem (1,3,0) a
ma smérnici (1, —2,1).

V tomto piipadé opét plati rank(A) = rank(A | b) = 2, ale zéaroven je
rank(A) mensi nez pocet proménnych.

Dosazenim napiiklad pro x3 = 0 a 3 = 1 ovéfime, ze vektory (1,3,0) a
(2,1, 1) vyhovuji soustavé, a tim padem ji vyhovuji v8echny na piimce (opét
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Cv. 2.3 Kolik existuje riznych odstupniovanych tvari pro matice 3 x 4 (bez ohledu na
konkrétni hodnoty prvka)? A kolik pro matice n x n?

Reseni:

Riizné odstupnované tvary se odlisuji poc¢tem a pozici pivot. Matice 3 x 4 v od-
stuphovaném tvaru muZze mit 0 az 3 pivoty (v kazdém fadku a sloupci nanej-
vys 1). Pro matici hodnosti r se pivoty vzdy nachazi postupné v prvnich r fadcich
odstupiiovaného tvaru, stac¢i proto uvazovat umisténi pivoti do rtznych sloupcu.
Pro matici 3 x 4 miizeme najit nasledujicich 15 rtznych odstupnovanych tvart:

e jeden odstupniovany tvar s 0 pivoty (nulova matice):

0000
0000 |,
0000

e 4 odstupnované tvary s 1 pivotem:

e Oe 00e 00
0000]),lo000),{o0000]),(00
0000 000 0 0000 00

e 6 odstupnovanych tvara se 2 pivoty:

o o e Oe 0
(00__))(000_),(000o),(OOo_)’<0
0000 0000 0000 0000 0

e 4 odstupnované tvary se 3 pivoty:

(0527). G300 Goan) (aian)

Obecné, matice n X n muze mit 0 az n pivotd, v kazdém z n sloupcu se pi-

vot bud nachazi (v prvnim Fadku, ktery je dosud bez pivota), nebo nenachézi,

dostaneme tedy 2" moznych riznych odstupnovanych tvari. Alternativné, pro
. n L . A

k % {O;L. . ,ng p1votuvmame, (k) mooznych rozmisténi do n sloupci, tj. celkem

Y o (k) = 2" odstupnovanych tvart.
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