Linearn{ algebra 1 4. cviceni

1
Cv. 4.1 Otestujte regularitu matice | 2
1

Cv. 4.2

Cv. 4.3

Regularni a inverzni matice

= wWw W
A B \)

Reseni:
Regularitu matice miizeme otestovat pomoci hodnosti matice. Prevedeme matici
na odstupnovany tvar:

13 2 1 3 2 13 2
2 35|~10 =3 1]~([0 =31
111 0 —2 -1 0 0 =2

Matice ma plnou hodnost, tedy je regulérni.

Rozhodnéte, kdy je trojihelnikova matice regularni.

Reseni:

Horni trojuhelnikova matice je jiz (skoro) v odstupiiovaném tvaru. Pokud jsou
diagonalni prvky nenulové, pak to jsou pivoty a matice je regularni. Pokud ale-
spon jeden diagonélni prvek je nulovy, pak v prislusném sloupci neni pivot, a
tim padem je matice singularni.

Pro dolni trojihelnikovou matici je situace podobné. Matici transponujeme a
prevedeme tim na predchozi pripad.

Dokazte, Ze nésledujici matice jsou singularni, a to tak, Ze najdete nenulové
feSeni soustavy Ax = 0:

(a) matice A mé nulovy i-ty sloupec tj. A, = 0;

(b) matice A mé i-ty a j-ty sloupec shodny, tj. A,; = A.; pro i # j.
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Reseni:
Ve vsech trech pripadech vyuzijeme algoritmu, kdy pomoci Gaussovy—Jordanovy
(G-J) eliminace pievedeme matici (A | I,,) na tvar (I,, | A7Y).

(a) Pomoci G-J eliminace dostavame

2 1/1 0 1 3|10 1 1 3]0 1
1 3|10 1 2 1|10 0 =51 -2

1 3] 01 1 o] 2 -1
~lo 1=t 2)~lo 12D 2
5 5 5 5
(b) Pomoci G-J eliminace dostavame
1 2 3/100 1 2 3] 100
23 5|01 0]~10 -1 =1|-21 0]~
3 5 10/0 0 1 0 -1 1]-3 01
1 2 3/ 1 00 1 2 3] 1 00
~l0 -1 -1|-2 1 0]~{f0 -1 =1]-2 1 0]~
0 0 2|/-1 -11 0 0 1|—3 —5 3
L2032 on (100|-3 3
~lo—roj-2 b f i~ fonof § ol -
o o1t - Y N o)
(¢) Pomoci G-J eliminace dostavame
dy 01 0 1 0] & 0
0 d, |0 1 0 110 i

Jediné, co G-J eliminace provadi za operace je preskalovani fadki, protoze
prvni podmatice je jiz v diagonalnim tvaru.

Inverzni matice existuje ale jen tehdy, kdyz vsechny hodnoty dy, ..., d, jsou
nenulové. V opac¢ném piipadé je matice singularni, a tudiz inverzi nema.

Cv. 4.5 Invertujte matice elementarnich radkovych tprav.

Reseni:
Ukézeme dva postupy.

1) Prvni zptisob je pomoci G-J eliminace pievodem (A | I,,) na (I,, | A~). Matici
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E;(«) invertujeme takto:

1 0 ... ... 011 O ... ... 0
0 .. - o e :
(Ei(a) [ L) =1 . o . |: . 1 . i~

0] 0
0 0O 110 0 1
0 0 0 0
0 0 :
~ 1 1/a | = (L1 Ei(e).
: .. . 01 .. .0
O ... ... 0 1|0 ... ... 0 1

Matici E;j(c) invertujeme takto:

1 0 ... ... 0|1 O ... ... 0
o e e
(Bij(a) | 1) = /R R IO B

o 0l: 0
1o . 0 1
1 0 0l1 0 0
0 :
~ 1 1 | = (4] Eij(—a))
: S —a 0
0 ... ... 0 1 1

Matici F;; invertujeme takto:

(Bij | In) = ~

~ = (I, | Ej).

Tudiz EZ'(CY)_I = EZ'(Oé_l), EZ"(CY)_I = EZ<—Oé) a Ez;l = Elj

2) Druhy zptsob je vyuzitim vyznamu matic elementarnich aprav. Matice F;(«)
nasobi i-ty radek ¢islem « # 0. Inverzni operace je vydéleni i-tého fadku cislem
«, coZ je reprezentovano matici E;(a™!). Zkouska E;(a)E;(a™!) = I pak skutecns
overi, ze se jedna o inverzni matici.
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Matice E;;(a) pfi¢te a-nasobek j-tého radku k i-tému. Inverzni operace je ode-
¢teni a-nasobku j-tého fadku od i-tého, coz je representovano matici E;;(—a).
Zkouska opét ovéri, ze se jedna o inverzni matici.

Matice E;; prohazuje i-ty a j-ty fadek. Inverzni operace je tatéz, vymeéna i-tého
a j-tého radku. Tudiz matice F;; je inverzni sama k sobé.

Cv. 4.6 Upravte nasledujici vyrazy.

(a) (ABC)™
(b) (I — BTA™)A + (ATB)T A~

Resendi:

(a) Staci iterativng aplikovat pravidlo (PQ)™' = Q' P~!. Tedy:
(ABC)™ ' = (A(BO)) ' = (BC)'A ' =07 'B 1AL

(b) S vyuzitim zakladnich vlastnosti maticového soucinu, transpozice a inverze
odvodime

(I -BTAHA+ (ATB)TA™!
=IA—-B"A A+ (ATB)TA™!  [distributivita]
=IA- BT+ (A"B)"A™! [definice inverze]
=A-B"+(ATB)TA™! [nésobeni matici /]|

=A- BT+ BTAA™ [transpozice sou¢inu matic|
=A-B"+ BT [definice inverze|
= A

Cv. 4.7 Vyfeste maticovou rovnici AX = B pro

12 3 1 0 2
() A=12 3 5|, B=|[3 2 1],
3 5 10 ~1 50
1 0 1 3 -1
3.0 3 9 -3
By A=ty 4 o B=|1 =3
0 1 2 5 1

Jakym zpusobem lze (obecné) Fesit maticovou rovnici ve tvaru XA = B?

Resendi:

(a) Vime, Ze matice A je regularni (viz Cv. 4.4), feSeni maticové rovnice AX =
B tedy muzeme vyjadiit jako X = A7'AX = A~'B. Po dosazeni inverzni
matice dostaneme TeSeni

2 11 5 =5
0 -5 3 -3

1 -5 5 -1 1 0
X = 3 5 -1 -1 3 2
-1 -1 1 -1 5
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Cv. 4.8

Cv. 4.9

(b) Hledame matici X = (x;|z2) se sloupci z1,75 € R3 pro kterou plati
rovnost AX = B, tedy Az, = by = (3,9,1,5)T a zarovenn Azy = by =
(—1,-3,-3,1)T. Ob& soustavy mizeme Fesit zaroveii Gaussovou eliminaci:

1 0 1]3 -1 1 0 1]3 -1 1013 -1
3 0 3|9 -3 01 2|5 1 01 2|5 1
2 -1 0/1 =37 ]0o -1 —2/-5 —1] 7 lo o0 0|0 o0
0 1 25 1 00 00 0 000/0 0

Pro soustavu rovnic Az; = b; tedy dostavame feseni 71 = (3 —s,5 —2s, 5)T
pro s € R a pro soustavu Awzy = by mame Feseni xo = (—1 —t,1 — 2t,¢)T
pro t € R. Maticova rovnice m4 tedy nekone¢né mnoho reSeni ve tvaru

3—s —1-—t
5—2s 1—-2t pro s,t € R.
S t

Maticovou rovnici ve tvaru XA = B muzeme Tesit analogicky: Je-li matice A
regularni, pak plati X = XAA™! = BA~!. Obecné lze rovnici XA = B pievést
na predchozi pifpad pomoci transpozice; diky vztahu (X A)T = AT XT miZeme

Y oM v

ekvivalentné fesit rovnici AT X7 = BT a ziskané FeSeni transponovat.
Dokazte, ze pro A, B € R™", kde A regularni, plati

(ABA Y)Yk = AB* A,

Reseni:
Postupujeme matematickou indukei. Pro k£ = 1 tvrzeni plati, protoze

(ABA™Y)!' = AB'A™!.
Indukéni krok. Necht tvrzeni plati pro k — 1, tedy (ABA™ 1)1 = ABF1A-L
Upravime za pouziti indukéniho predpokladu

(ABA™MF = (ABA™)"Y(ABA™") = (AB* A" (ABA™)
= AB" 1 (AT'A)BA™' = AB*'BA™!
= ABFA7

Invertujte matici fadu n:
111 1
1 2 2 2



Linearn{ algebra 1 4. cviceni

Reseni:
Podle postupu sestavime rozsifenou matici:

1 11 111 O 0
1 2 2 210
(AlL)=1|12 3 ... 3 1
SRR . .0
123 ... n|0 ... ... 0 1

Od tadku 2 az n odeCteme prvni fadek a dostaneme

1 11 1 10 0
011 1 -1 1

01 2 . 2 0 1
A : : .0
012 ... n—1|-10 ... 0 1

V levé casti je vpravo dole je matice stejného typu jako A, pouze o fad mensi.
Postupujeme tedy indukei déale a po dalsich n — 2 krocich dostaneme

1 1 1 ... 1] 1 0O ... ... 0
0 1 1 ... 1|-1 1 :
o -~ 1 ....170 . 1

: S o U S U
o ... ... 0 10 ... 0 -11

Nyni od prvniho fadku ode¢teme druhy, pak od druhého tieti, atd. az od pfed-
posledniho ten posledni. Dostaneme matici, kde hledan4 inverze A~! je napravo

1 0 o ... 02 -1 0 ... O
0 1 O ... 0|-1 2 -1 :
0 .1 o . . 0
. Y
0 0O 1,0 0 -1 1

Cv. 4.10 Mg¢jme blokovou matici (64 g) s bloky A, B,C € R"*".

(a) Rozhodnéte, kdy je regularni.
(b) Urcete inverzi, pokud B = 0,,.

(c) Urcete inverzi obecné.
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Reseni:

(a)

Regularitu mizeme otestovat Gaussovou eliminaci pfevodem do odstupno-
vaného tvaru. Uvédomme si, Ze pfi eliminaci fadka odpovidajicich matici A
nijak neupravujeme fadky odpovidajici C' a naopak. Regularita matice je
proto podminéna regularitou bloku C', v opacném piipadé bychom dostali
nulovy radek. Pokud je blok C' regularni, jsme schopni matici prevést do

tvaru
A B A B A 0,
0, C 0, I, On I.)

Tedy pokud by nebyl blok A regulérni, mohli bychom z tohoto tvaru ziskat
Gaussovou eliminaci nulovy fadek. Regularita bloki A, C' je tedy nutnou
podminkou regularity matice.

Zaroven regularita A, C' zajistuje, Zze miuzeme prevést matici do tvaru

I, 0,
On In ’

coz je redukovany odstupnovany tvar ptuvodni matice s plnou hodnosti.
Regularita bloka A, C je tedy jak nutnou, tak i postacujici podminkou
regularity.

Pro vypocet inverze muzeme blokové zapsat rozsifenou soustavu jako

A 0,1, 0,
<On c |0, In) ’
Podobné jako v predchozim poduloze se pfi G-J eliminaci budou upra-
vovat fadky odpovidajici blokim A a C nezavisle na sobé. Pfi prevodu
(A On | I, On) se nulové bloky 0,, po celou dobu vypoc¢tu nebudou mé-
nit a nebude na nich zaviset ani podoba eliminace. Na konci eliminace
proto dostaneme ([n 0, | A1 On). Obdobny pribéh bude mit i vypocet
na podmatici (On C10, In). Inverzni matice méa proto tvar

A0,
0, C7')°
Pro vypocet inverze miizeme blokové zapsat rozsifenou soustavu jako
A B|I, 0,
0, C|0, I,)°
Opét vyuzijeme nezavislosti eliminace pro fadky odpovidajici blokim A a
C a prevedeme matici nejprve do tvaru

A B|I, 0,

0, I,|0, C7t)"
Klicové je, ze po zbytek eliminace se spodni dva bloky jiz ménit nebudou.
Vime tedy, Ze inverzni matice méa tvar

X Y
On C—l )
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kde matice X,Y zatim neznadme. Ur¢it je muzeme ze vztahu matice a jeji

inverze,
A B\ (X Y\ _ [(I, 0,
o ¢)\o, ¢t} \o, I,)°

Z tohoto vztahu mizeme odvodit dvojici soustav,
AX =1, a AY +BC'=0,.

Z prvni soustavy dostavame X = A7! z druhé Y = —A~'BC L. Inverzni
matice ma tedy tvar

At —ATIBCT!

On ct '
Pozndmka. Alternativni zptisob ziskani matic XY je, Ze upravujeme piimo
bloky v matici

A B\|I, 0,

0, I,[0, C1)"

Prvni blokovy fadek vynasobime matici A~ (z bodu (a) vime, Ze existuje):

I, A7'B|A™Y 0,
0, I, 0, C!

a nakonec od prvniho blokového Fadku ode¢teme A~!B-nasobek druhého:

[TL On

On [n

Cv. 4.11 Uvazujme matici v blokovém tvaru
a a’

(5 e)

kde a # 0, a,b € R* ' a C € RO=Dx(=1 Aplikujte na matici jednu iteraci
Gaussovy eliminace a odvodte rekurentni vzorecek na test regularity.

O c!

AL —A—ch—1>

Reseni:
Od druhého radkového bloku odec¢teme éb—nésobek prvniho fadku a dostaneme

@ a’ [« al
b—o%b C—ébaT “\o C—%baT :

Tim jsme provedli jednu iteraci Gaussovy eliminace. Protoze pivot vlevo nahote
je nenulovy, muzeme usoudit, ze matice A je regularni pravé tehdy, kdyz je
regularni matice C' — ébaT. Tim jsme zredukovali test regularity matice fadu n
na regularity matice matice fadu n — 1.



