Linearn{ algebra 1 9. cviceni

Baze a dimenze

Baze a souradnice

Cv. 9.1 Najdéte bazi a urcete dimenzi nasledujicich vektorovych prostort:

Reseni:
(a) Bazi tvori naptiklad ey, ey & jakékoli dva linearné nezavislé vektory. Di-
menze je tudiz 2.

(b) Bazi tvori naptiklad ej, ey ¢ jakékoli dva linearné nezavislé vektory. Di-
menze je tudiz 2.

Tato vlastnost plati obecné. Je-li T téleso, pak vektorovy prostor T2 nad T
mé dimenzi 2 a jeho bazi je napriklad kanonické baze ey, e5. Dikaz: vektory
e1, es jsou ziejmé linedrnd nezavislé a kazdy vektor v = (vi,v2)T € T lze
napsat v = v1(1,0)7 +v5(0, 1)T = vye; + vaes.
(c) Bazi tvoif napriklad ey, ey, (i,0)7, (0,4)T. Dimenze je tudiz 4.

Diikaz. Nejprve ukaZzeme, Ze to jsou generatory. Kazdy vektor v € C? je
tvaru v = (ay + byi, as + boi)T, kde aq, as, by, by € R. MiiZeme tento vektor
tedy vyjadrit

v =ay(1,0)" +b1(i,0)" + ax(0,1)T 4 by(0,4)".

Linearni nezavislost. Uvazujme linearni kombinaci vektoru (s realnymi koe-
ficienty!)

Cll(]., O)T + bl(i, O)T + (12(0, 1)T + bg(O, Z)T = (0, O)T7 aig, a, bl, bg e R.
Rovnice lze ekvivalentné psat (a1 + b7, as + bei)? = (0,0) a je splnéna
praveé tehdy, kdyz a1 = by = ay = by = 0.

(d) Bézi tvorf napifklad 1, z,z?. Dimenze je tudiz 3.

(e) Bézi tvori naptiklad (39), (33), (
0
1

(f) Bézi tvori napitklad (§9), (94),

Cv. 9.2 Zjistste, zda (—1,5,3)T € span{(1,2,2)T, (4,1,3)T}.

9), (99). Dimenze je tudiz 4.
0
1

). Dimenze je tudiz 3.

o= OF

Pokud ano, tak urcete souradnice vektoru vzhledem k dané béazi.
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Reseni:
Chceme vyjadiit vektor v = (=1, 5, 3)7 jako linearni kombinaci vektorti (1, 2, 2)7,
(4,1,3)7, cili

(—-1,5,3)" = a(1,2,2)" + B(4,1,3)T.

To je vlastné soustava tii rovnic o dvou neznamych (a, ), kterou miazeme zapsat

maticové
1 4]-1
2 11 5
2 3| 3
Vytesenim soustavy zjistime, ze existuje jediné feSeni o = 3, f = —1. To jsou i

hledané soufadnice [v]z = (3, —1)7.

Cv. 9.3 V prostoru P? najdéte soufadnice vektoru x4 2 vzhledem k bazi 2° + 1, x — 2,
2% + o — 1.

Reseni:
Postupujeme analogicky, jako v predchozi tloze. Chceme vyjadrit vektor p(z) =
2?2 + 2 jako linearni kombinaci vektort 2% + 1, x — 2, 22% + x — 1, ¢ili

2 +2=a@®+1)+B(r —2) +y(22° + = - 1).

Po uprave
22+ 2= (a+27)2" + (B + )z + (@ =26 — 7).

To ndm da soustavu tif rovnic o tfech neznédmych, jejiz maticové vyjadieni je

1
0
1

N = O

2
1
—1

N D =

Matice soustavy je regularni, a tudiz soustava ma jediné FeSeni, a to o = 3,
8 =1, v= —1. Hledané soufadnice jsou [p(z)|p = (3,1, —1)T.

Cv. 9.4 Soufadnice vektoru v vzhledem k bazi B = {21, 29, 23, 24} jsou [v]p = (a1, as, as, as)?.
Urcete souradnice vektoru v vzhledem k bazi B’, pokud

(a’) B/ = {24723,22,21},
(b) B' = {21 + 24, 22, 23, 24},
(C) B/ = {Zl —+ 24, 29 + 23, 24, 22}.

Reseni:

Soufadnice vektoru v vzhledem k bazi B’ miZeme urcit standardnim zpuso-
bem, ale vzhledem k tomu, jak baze B’ vypadé, tak soufadnice odvodime primo.
K tomu nam pomuze fakt, ze ze zadéni vime v = a121 + @929 + a3z3 + G424 =

Z?:l a;2;.

(a) Protoze muzeme psat v = a4z + azzs + asze + a1 21, tak hledané souradnice
. _ T
jsoulv]p = (a4, as, as,ar)".
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(b) Chceme vyjadrit vektor jako
v="(21+ 24)+ ? 20+ T 23+ 7 24,
pficemz vime
V= Q121 + o220 + a323 + a424.
Zde se nabizi vhodné pricist a odecist hodnotu ayz4 a vyjadrit vektor jako

v =ai(z1 + 2z4) + aszo + azzz + (ay — ay1)zy,

z ¢eho? [v]p = (ay, as, az,as — ar)’.

(c¢) Analogickou uvahou vyjadiime vektor jako

ai(z1 + 2z4) + agze + azzz + (ag — aq)24
aq (Zl + Z4> + asz3 + (CL4 - CL1)Z4 + a929
a

1(z1 + 24) +as(ze + 23) + (ag — a1)z4 + (a2 — as)ze,

z ¢eho? [v]p = (a1, a3, a4 — ay,as — az)?.

Dimenze

Cv. 9.5

Cv. 9.6

Cv. 9.7

Najdéte viechny podprostory vektorového prostoru R? nad R.

Reseni:

Budeme postupovat vyc¢tem moznych hodnot pro dimenzi podprostoru. Dimenzi
0 mé pouze podprostor {0}, dimenzi 1 maji pfimky prochézejici po¢atkem (téch
je nekone¢né mnoho), a dimenzi 2 m4 jen cely prostor R.

Urcete pocet podprostort Zf, nad Z,.

Reseni:

Opét rozdélime podprostory podle jejich dimenze. Dimenzi 0 mé pouze podpro-
stor {o}. Dimenzi 2 méa jen cely prostor ZZ. Dimenzi 1 maji ptimky prochézejici
pocatkem. Pfimka méa normovany smér bud (0, 1) nebo (1,a), a € Z,. Celkem
dostavame, ze pocet podprostort je p + 3.

Budte U, V' podprostory vektorového prostoru W a necht dimU = 7, dim V' = 8,
dim W = 13.

(a) Odhadnéte zdola a shora hodnotu dim(U + V') a najdéte konkrétni piiklady,
kdy se obé meze nabydou.

(b) Odhadnéte zdola a shora hodnotu dim(U NV') a opét ukazte, ze je odhad

tésny.
Reseni:

(a) Protoze oba prostory U,V jsou podprostory prostoru U + V', musi platit
dimU < dim(U + V) adimV < dim(U + V). To nam dava prvni odhad
zdola dim(U 4 V') > 8. Zaroven neni tézké nahlédnout, Ze je odhad tésny, to
znamena, ze se nékdy miize nabyt jako rovnost. Uvazujme napiiklad prostor
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W = R!3 a jeho podprostory U = span{ey,...,er}, V = span{ey, ..., es}.
Potom U+ V =V, ¢&li dim(U 4+ V) =dimV = 8.

Pro odhad shora sta¢i vyuzit toho, Ze oba prostory U,V jsou podprostory
prostoru W. Proto musi platit dim(U + V) < dim W. To vede na odhad
dim(U + V) < 13. I tento odhad je tésny. Uvazujme opét prostor W = R'3,
ale tentokrat s podprostory U = span{ey,...,er}, V = span{eg, ..., e13}.
V tomto piipadé U +V = W, a tak dim(U + V) = dim W = 13.

(b) Zde vyuzZijeme vétu o dimenzi spojeni a pruniku podprostori, ktera fika
dimU + dimV = dim(U + V) + dim(U NV).
V naSem piipadé mé véta tvar
dim(UNV)=dimU +dimV —dim(U + V) = 15 — dim(U + V).

Pro odhady zdola a shora vyuzijme ptedchozi odhady na dim(U + V) a
dostaneme

dim(UNV) =15 —dim(U +V) <15 -8 =7

dim(UNV) =15 —dim(U + V) < 15— 13 = 2.

Odhady jsou opét tésné, o ¢emz nas presveddi stejné piiklady jako v pred-
chozim bodu.

Direktni soucet

Cv. 9.8 Budte U,V podprostory prostoru W. Dokazte, ze UNV = {o} pravé tehdy, kdyz
kazdy vektor x € U + V se da jednoznac¢né zapsat jako x = u + v, kde u € U,
veV.

Reseni:
Ekvivalenci dokdzeme tak, ze ukazeme zvlast obé implikace.
,= Z definice spojeni prostoru se kazdy vektor x € U + V' da zapsat jako
r =u+v kde u € U, v € V. Musime tedy ukadzat jednoznac¢nost tohoto
vyjadreni. Pro spor méjme dvé vyjadieni vektoru z,

U+ U =T = U + U2
pro ui,us € U a v1,v2 € V. Rovnost upravime na

Uy — Uy = Vg — V1.

Vektor u; —usg lezi v U a vektor ve — vy lezi ve V. Z predpokladu je UNV = {0},
¢ili uy — us = v9 — w1 = 0. Z toho ale vyplyva, Ze u; = us a v1 = vy a vyjadieni
x je tedy jednoznacné. Spor.

,<=" Opét postupujeme sporem. Predpokladejme, Ze existuje nenulovy vektor
w € UNYV. Pak tento vektor mizeme vyjadrit dvéma riznymi zpusoby (prvni
s¢itanec je z U, druhy s¢itanec je z V):

w=w-+o0=o0-+w.
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Cv. 9.9 Bud W direktnim souc¢tem svych podprostoru U, V. Dokazte: Je-li uq, ..., Uy

baze U a vy,...,v, baze V', pak uy,...,up,vq,...,v, je baze W.

Reseni:

Protoze vektory ug, ..., u,, generuji podprostor U a vektory vy, ..., v, generuji
podprostor V', tak vektory wq,...,un,v1,...,v, musi generovat prostor W =
U+W.

Z predpokladu (a definice direktniho sou¢tu podprostora) je U NV = {o}, cili
dim(U N'V)) = 0. Podle véty o dimenzi spojeni a priniku podprostort méame

m+n=dmU +dimV =dim(U + V) +dim(U NV) =dim(U + V) = dim W.

Prostor W mé tedy dimenzi m+n. Ale zaroven vime, ze mnozina jeho generatoru
Upy e ooy U, V1, - - ., Uy MA velikost také m 4 n. Proto musi tyto generatory tvorit
bézi prostoru W.



